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مقدمة الناشر 


العرفة هی أصل الحضارة » 
والكلمة المطبوعة هى أهم مكون فى هذا المصدر . 
<٠‏ وقد كانت الكلمة الطبوعة ولا تزال أهم وسائل الثقافة والاعلام وأوسعها انتشاراً وأبقاها 
أثراً » حيث حملت إلينا حضارات الأمم عبر آلاف السنين لتتولى الأجيال المتلاحقة صياغة 
حضاراتها وإضاءة الطريق بنور العلم والمعرفة . 
والكلمة تبقى جرد فكرة لدى صاحبها حتى تتاح ها فرصة نشرها وترحمتها إلى لغات 
الآخرين ثم توزيعها > وذلك وحده هو الذى يكفل ها أداء رسالتها . 
وعالم الكتب العلمية عالم رحب کتد الآفاق ¢ متسع الجنبات 3 والعلم لا وطن له 
ولا حدود » ويوم يحظطى القارىء العربى بأحدث الكتب العلمية باللغة العربية لهو اليوم الذى 
تتطلع له الأمة العربية جمعاء . ١‏ 
والدار الدولية للنشر والتوزيع تشعر بالرضا عن مساهمتها فى هذا المجال بتقديم الطبعات 
العربية للكتب العلمية الصادرة عن دار ماكجروهيل للنشر بموجب الإتفاق ابرم معها ۰ 
مستهدفة توفير احتياجات القارىء العربی أستاذاً وباحثاً ومارسا . 
ومن جانب آخر فنحن نمد یدنا إلى الجامعات العربية والمراكز العلمية والمؤسسات والهيئات 
الثقافية للتعاون معنا فى إصدار طبعات عربية حديئة من الكتب والراجع العلمية تخدم التقدم . 
۱ لعلمي والحضارى للقارىء العربى . 
والله ولى التوفیق . 
محمد وفانی کامل 
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سس 


ی 
2 س 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/ @hassan _ibrahem‏ 


تفديم 


يشتمل هذا الكتاب على دراسة للنهايات والاتصال » وقد صمم بحيث يكون مكملا 
لكتب حساب التفاضل والتكامل القياسية . فى هذا الکتاب سنناقش النهایات والاتصال بعدة 
طرق مختلفة » وذلك من منطلق أن القاریء يكتسب معرفة أفضل من خلال المقارنة . 


وقد قدم مفهومى اتصال الدالة ونباية التابعة قبل تقديم مفهوم نباية الدالة . ويحدونا 
الأمل أن يكتسب القارىء قوة دافعة بدراسة هذه المفاهم الأكثر سهولة بحيث لايفقد عندما 
يصل الى المفاهم الصعبة كالجوار الثقوب ونقطة النهاية ونهاية الدالة براك للدمط البسيط 
الذى يشكل أساس مفهوم النباية . 


وقبل اعطاء القارىء العديد من النهایات لحسابها » سننص على حقيقة أنه إذا كانت د دالة 


000 ا‎ Ty 
لاستنباط دالة جديدة د متصلة عند ب . نهاية هذه الدالة الجديدة يمكن حينكذ حسابها‎ 


. بالتعويض الباشر . 


فمثلا » اعتبر 


الدالة 


ر (ض» ص) | ص = س + ۰۳ سبو جح | 
امتداد بنقطة واحدة للدالة 
۹ : 
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وستکون الفارين المبريحة ف الغالب الأعم 2 أقل صعوبة عن المادة الواردة بالكتاب . 
وسنقدم عادة كل موضوع متبوعا بتارين مبرمجة . فمثلا » يبدأ الباب الثانی بتمرين مير ج 
ليس فى منتهی الدقة . بعد ذلك نعرف مفهومی الدالة والمتتابعة بدقة ونعطى المزيد من التمارين 
المبرمجة التى تتطلب مزيدا من الدقة والعناية . 

لقد وجدنا أن القارین المبرمجة فعالة فى تحصيل العلومات وتثبيتها . فى جزء المنبه من الأطار 
ويلقن القارىء بحيث إذا قرأ ماهو مكتوب بعناية » فسيصبح بامكانه أن يستجيب لما كان 
يقصده البرج . وكلما تقدم الكتاب » فإننا سنستخدم الحاث المتتابع » أى أن الأفكار من 
الأطر التقدمة تستخدم كحاثة دون اعادة كتابتهم فى النبه الخاص الذى: يقتضى الأمر 
احتياجهم فيه . 

ويجب أن يشجع القارىء على کتابة الاستجابية لكل اطار قبل التقدم الى الاطار التالى » 
وذلك حيث أنه قد تبين أنه يجب على القارىء فى الحقيقة أن يقوم باعداد الاستجابية ليكتسب 
مهارة اقتصادية التعلم الناتج عن التوجيه المبرمج . 

ويود المؤلف أن يتوجه بالشكر للعديد من“الأشخاص الذين ساعدوه فى اغداد هذا . 
الکتاب » ويخص بالشكر جون اوتس » وارين برینارد» .اليكس سيكالوس » شيريل فيلييس 
الذين يعتبرون فى الواقع مشاركين فى التأليف . 
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إلى القارىء 


بالرغم من أنه يمكن قراءة الباب الأول دون أن يكون لدى القارىء أى معلومات مسبقة 
عن الرياضيات » فإننا سنفترض » كلما تقدمنا فى الکتاب ‏ أن القارىء قد درس ولديه المام 
كاف بالرياضيات العتادة التى تدرس فى السنوات الأولى من المرحلة الثانوية . وحيث أن 
بعض القراء قد لايكونوا قد درسوا احسوعات ‏ المتباينات » أو القيمة المطلقة فقد الحقنا 
بنباية الكتاب ملحقا يغطى هذه الموضوعات . إذا وجدت نفسك تائها أثناء قراثنك للکتاب 
فى أى لحظة من اللحظات » فعليك بالرجوع إلى الملحق » فستجد هناك ف الغالب ما تحتاج 
إليه من معلومات . 


فى بداية الباب الثانی أدرجنا تمرينا مبرجا . الأطر المبرمجة تتکون من جزئين .. الجزء 
الأول » المنبه » يشتمل على معلومات يجب على الطالب أن يتعلمها . الجزء الثانى » الاستجابية 
النشطة » عبارة عن تقرير لما يتوقع المؤلف أن يكتبه القاریء كاستجابية للمنبه . 


غطى جزء استجابية الأطار » أقرأ المنبه » واكتب اجابتك . قارن بعذ ذلك استجابيتك 
فع استجابيتنا . من آن لآخر نبتعد قليلا عن الصيغة المبريجة القبولة بهدف دس بعض 
المعلومات فى جزء استجابية الأطار عندما نشعر انك على استعداد لتقبل الأفكار والمعلومات . 


لقد استمتعنا كثيرا يكتابة هذا الكتاب ونأمل أن تجده ممتع لك أيضا ومشوق ومفيد . 
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اللاب الخامس 


نظريات على الاتصال والنهايات NSA ASS‏ 
الباب السادس 

دشان التفاضل E Ss aaay‏ 
اقارین 5 
أجوبة القمارين هس وی سا ی سا 
ملحق أ : المجموعات » التباینات » القم الطلقة 8 1 O‏ 
قافتا | از فاته a‏ رای ی و رام ای ی و 


الباب الأول . 


تمر بعض المفاهمي الأساسية دون أن تلاحظ لعدة قرون ثم تُعرض بعد ذلك على أنها إكتشافات 
عظيمة . بیفا تظل آفکار فیی ی فكي ام رركي ی ی 
تُعرّف وتستکشف . 
حين لاحظ إنسان الکهف الأثر الذی تتركه الحيوانات » رأی أن الحيوان الذی له ذیل ثقيل 
کثیرا ما ر ك خحطا « متصلا » بین بصمات أقداته + حين كان یسحب ذیله عل امتداد الأرض . 
وإذا رفع الحيوان ذیله إلى اليسار, تكون النتيجة « عدم إتصال » ف الأثر الذى يتركه الذیل ( أنظر 
شكل )١-1١‏ 
. قد يبدو من غير المصدق أن مثل هذا الفهوم البسيط الذى قبله الانسان الأول دون تمحيص » 
يمكن أن يصبح موضوع دراسة لرياضيين عظام » بل إن رجالا ذوى عبقرية رياضية لا ريب فيها 
قضوا حياتهم كاملة في دراسة الاتصال وموضوعات متصلة به . وف الحقيقة فإن هذا الفهوم » بعد 
رین الرياضى الدقيق له وإعادة التعريف ۰ قد أثمر جرة كاملة من النجوم الرياضية . ویذهب 
بعض الریاضیين تیا إلى حد التأكيد بأن العملاق الضخم الحديث السمی « توبولوجیا » هو 
ببساطة دراسة للإتصال . و 00 
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ويختلف المفهوم الرياضى للاتصال عن مفهوم سلفنا البداق الذى كان » کبعض الناس فى زماننا 
هذا » يعتبر أن تدفق الماء فى النهر متصلا . إننا سنعتبر أن هذا التدفق غير متصل . لقد قيدنا تعليمنا 
السابق بأن نفكر مباشرة فى القرب بين النقط حين نفكر في الاتصال . ولا يمكن أن يسمى تدفق الماء 
متصلا إلا إذا « ظل » الجزيئان القريبان من بعضهما البعض عند المنبع قريبين من بعضهما البعض 


.20 بعد ذلك . وعلى هذا فإن تدفق الماء في نر المسيسبي ليس متصلا لأن جزيكين من الماء قريبين من 


بعضهما فى مینیسوتا قد يفصلهما أى عدد من السبل قبل وصوهما إلى نیوآورلیانز . 


وإذا كنا سنظل على إصرارنا في إستخدام هذه الطريقة لتعيين الاتصال »فاننا على مايبدو لن نعتبر 
َ أى شىء متصلا . ولكن » حتى حين يبدو وكأننا قد حددنا وهيأنا أنفسنا على عدم إمكانية العثور 
على أى شىء متصل » لا زال يوجد فى كل مكان وفرة هائلة من الاتصال . أن العمل البسيط المتمثل 
فى مط رباط من المطاط ولفه حول صحيفة ما هو إلا تحويل متصل . 


. فان النقطتين ‏ » ب القريبتين من بعضهما حين كان الرباط غير ممطوط ( شكل ١‏ - ۲ ) لا 
زالتا قريبتين من بعضهما نسبيا حين أصبح رباط المطاط ملفوفا حول الصحيفة . يسمى مط رباط 
الطاط ولفه حول الصحيفة « تحويلا متصلا » من النقط على الرباط غير الممطوط ( « مجال » 
التحويل ) إلى النقط على الرباط الملفوف حول الصحيفة ( « مدى » التحويل ) . 


والان سنقدم » احذين فى الحسبان الخاطرة بتعتم بساطة هذه الفکرة ‏ حرف هجاء أغريقيين ع 
( إبسيلون ) ۰ 8 ( دلتا ) . ذا استطال راط المطاط حتى أصبح ف المدى ( على الصحيفة ) ضعف 
ما كان عليه فى النمجال ( غير الممطوط ) » نقول « لكل © توجد و = + 6 بحيث أن كل نقطة فى 
المجال قريبة فى حدود 8 من تتحول إلى نقطة ف المدى قريبة فى حدود ع من 7).ونعنى بكل هذه 
الاغريقية : أنه إذا كانت نقطة ما تبعد مسافة فى حدود ل بوصة عن النقطة؟ على الرباط حين كان 
غير مطوط فانها ستبعد مسافة فى حدود بوصة واحدة عن النقطة ؟ حين يكون رباط المطاط ملفوفا 
. حول الضحيفة . 


0 لكك 
3 1 


مدخل حدمی للاتصال ۱۰ 


ولم لا نتحدث بالعربية ؟ . نظراً لتقيدنا بالکتابات السابقة عن الاتصال ‏ والتی أصبحت فيها لغة 
(بسیلون - دلتا لغة قياسية , نجد من الطبیعی أكثر أن نتحدث بهذه الطريقة الدقيقة بدلا من إستخدام 
لغة لا رياضية غير دقيقة . والمأمول أن يجد القاریء أيضا عند إكال هذه الدراسة أن لغة ۵ ع 


أسهل فى الفهم والاستخدام . 


إن أى تناظر بين مجال ومدى يمكن إختباره من حيث الاتصال إذا كانت هناك طريقة 
وواضحة لوصف القرب . إن جهاز إسقاط الشرائح مثال على إبتكار يمكنه (ستحداث حویلات 
متصلة . فهو يسقط نقط شريحة ( المجال ) فوق نقط على شاشة ( المدى ) ( شكل ۱ - ٣‏ ) 
فالنقطتان اللتان يفصل بينهما بوصة واحدة » مثلا » على الشاشة هما صورتان لنقطتين يفصل بينهما 
لم من البوصة على الشريحة . إذا أعطينا قربا فى حدود ع فى المدى فانه يمكننا حساب قرب فى 
خدود 8 فى الجال بحيث أن أى نقطتين قربيتين فى حدود ق ف انجال تصبحان قريبتين فى حدود € 


فى المدى . إننا نسمى هذا الاسقاط « راسماً متصلا » ( تحويل ) لنقط الشريحة فوق نقط الشاشة . 5 


وهنا 86 = بل » . 


ومن جهة أخرى » إذا كانت لدينا صورة ونرغب ف الحصول على نسخة مصغرة منبا » فإنه 
يمكننا تصمم منظومة من العدسات ( شكل ١‏ - 4 ) تقوم باسقاط صورة مصغرة . ومرة أخرى 
يكن الحصول على قرب فى حدود ع تا تا 
فمن الممكن أن تنتج نقطتان يفصلهما ل من البوصة فى المدى من نقطتين يفصل بينهما لم من 
برض ق اجال وق هه لثالة تکون و-عشرة آضعافت به . تذكر أنه فى المثال الأول كانت و 
تساوی ل فقط من 6 . 
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03 دح 


الدی 
اجال ‏ 


4-١ شکل‎ 

والشیء الام فى كلا المثالين هو أن هناك طريقة « لهساب » القرب ف المجال لأى قرب معطی فى 
الدی . ولا يهم إطلاقا ما إذا كانت النقط فى المدى أكثر قربا أم أكثر بعدا من بعضها عنها فى المجال . 

إننا نسمى الأشياء الموجودة فى الواقع متصلة إذا لائمت تموذجنا لها بطريقة دقيقة . والاتصال 
تجريد لا ينطبق مباشرة على الواقع وإنما على نموذج للواقع . وبتعيين رموز معينة تمثيل اجال والدی 
والتحويل يمكننا أن نقرر ماإذا كان نموذجنا متصلا آم لا . 

إن أثر الحيوان الذى اعتبره انسان الكهف متصلا » متصل أيضا بالمعيار الرياضى . فإننا نستطيع 
تعريف مجال ومدى معينين بحيث تنقل أو ترسم النقط القريبة من بعضها البعض ف المجال إلى نقط 
قريبة من بعضها البعض فى المدى . 


الدی 


مدحل حدسی لاتصال ۱۷ 


ففى شکل ۱ - ه يشل الدی باخط الرآسی على البسار » ويمثل لمجال بالخط الأفقى أسفل الأثر . 
وستعتبر أن الخط الذی یصنعه الذیل مکون من عدد لانهانی من النقط التى يمثل کل منها بزوج مرتب 
ر س » ص ) . فمثلا » أفرض أن هناك نقطة على الاثر تبعد بمقدار وحدتين إلى العين من الخط المثل 
للمدى وبمقدار وحدة واحدة أعلى الخط المثل للمجال . يرمز لهذه النقطة بالزوج الرتب( ۱۰۲). 
والنقطة ( ۲۵ ) تبعد بمقدار أربع وحدات إلى المين من الخط المثل للمدى وبمقدار وحدتن 
أعلى الخط الممثل للمجال . 


فى شکل ۱ - ٩‏ يمكن النظر إلى النقطتین 7 » ت ف الدی على آنهما مناظرتین للنقطتین أ » ب . : 
فى المجال , سا أن رأ » ر سا ءت ) هما التقطتان على الأثر اللتان تمثلان تحويل؟ إلى » ب إلى 
ت . أن النقطة رس » ص ) من الأثر ترسم ( تنقل ) س ف الجال إلى ص ف المدى . النقظة 
ر ۰۷ تقع على الأثرَ » ولذا فإن النقطة ۷ ف المجال ترسم إلى النقطة 4 فى المدى . 


المدى 


من الضروري أن نوضح ما هية ذلك الذى نسميه متصلا . أن « التحويلات » هی فی الحقيقة 
الأشياء الوحيدة التى يمكن أن تعتبر متصلة أو غير متصلة . وإذا تكلمنا عن نقل النقط على رباط 
المطاط من موضع لآخر فإننا نسمى هذا التحويل متصلا لأن النقط القريبة من بعضها البعض فى 
الجال تنقل إلى نقط قريبة من بعضها البعض ف المدى . وتدفق الماء فى نهر غير متصل لأن جزیتین | 
قريبين الواحد من الآخر فى مجال التحويل ( عند المنبع ) قد « لا » يكونان قريبين الواحد من الآخر. . 
فى المدى ( عند المصب ) . وف الحقيقة فأنه بسبب التبخر أو أي حيود اخر قد لا تنقل بعض 
الجزيئات سوى جزءا من الطريق إلى مصب الهر . 


۱۸ الهایات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ومن جهه أخرى » فان الرسم البياني لبر على خريطة قد یکون مثلا لتحویل متصل لنقط فى 
امجال ر حط الطول ) إلى نقط فى المدى ( خط العرض ) ( شكل ١‏ - ۷ ) . وبعبارة أخرى فلكى 
نستطيع اعتبار منحنى ما متصلا أم غير متصل يجب أولا أن نعرف مجالا ومدى ثم نحلل نحلل التحويل لكى 
نرى ما إذا كانت النقط القريبة من بعضها البعض ف المجال ترسم إلى نقط قريبة من بعضها البعض فى 
الدی . 


نفس الشىء ینطبق على تفسیر آثر الحيوان . إننا لا نعتبر النقط على الذیل ا لو كانت تنقل من 
مکان إلى آخر » وإنما نناقش انتقال نقط من امجحال الذی انشأناه إلى نقط من الدی الذی أنشأناه . 


+۱ 


اله 


خط العرض الدی 


(fo ل مو‎ T7) 


مر 


خط الطول ‏ انجال. 
شکل ۱ - ۷ 


العملية الستخدمة لایجاد نقطة الدی التی هی صورة للنقطة س فى امجال تتمثل فى رسم خط 
رأسى إلى أعلى بدءًا من س إلى أن یلتقی بالاثر فى نقطة ثم رسم خطا أفقيا من نقطة التقاطع هذه إلى 
اليسار حتى يتقاطع مع المدى . وتسمى النقطة ص التى يتقاطع عندها الخط الأفقى مع المدى 
« صورة » س » کا تسمى س « أصل الصورة » ص . ويرمز للنقطة على الأثر بالزوج المرتب 
(سءص) . ويمكن النظر إلى الأثر على أنه یتکون من مجموعة من الازواج الرتبة . 


مدخل حدمى لاتصال ۱۹ 


ففى شكل ۱ - ۸ » ترسم كل النقط القريبة من وه إلى نقط قريبة من ىه » ولكن ليس كل النقط 
القريبة من ك ترسم إلى نقط قريبة من ك . لقد رفع الحيوان ذيله عند النقطة ( ك» ل ) ؛ وبالتالى » 
فالنقط القريبة من ك على يسارها ترسم إلى نقط قريبة من ك ٠‏ أما النقط القريبة من ك على يمينها 
« فلا » ترسم إلى نقط قريبة من ك . فيما عدا عند النقطة ك من نقط الجال » يمكننا القول بأن الأثر 
متصل . ونعنى بهذا أن التحويل المستحدث بالاثر متصل عند جميع نقط امجال فيما عدا عند ك ... 


يستخدم كل صندوق مقعر صغير ( شكل ١‏ - ۸ ) ف امجحال والمدى تمثيل مجموعة النقط الواقعة 
فى حدود قرب معين من النقطة الواقعة عند مر كزه . هذه الصناديق المقعرة ( فترات مفتوحة ) تمثل 
جوارات أحادية البعد . والنقطة فى مثل هذا الصندوق تقع فى حدود مسافة معينة 6 أو 8 من النقطة 


الواقعة عند م رکزه . 


إذا رسمنا خطا رأسياً إلى أعلى من نقطة س قريبة من ك على المين ا فى شكل ١‏ - 4 ۰ فإننا لا 
نصل إلى الأثر إلا بعد أن نصبح أعلى بكثير من النقطة ( ۵ لك ) . وبالتالى » فحين نرسم الخط 
الافقی الموجه إلى المدى فإنه يقطع المدى عند نقطة خارج جوار ما للنقطه ك نصف قطره ع . مالم 
نكن » « لأى » عدد حقيقى موجب ع » قادرين على إيجاد قرب فى حدود 8 من ك بحيث ترسم 
كل النقط فى جوار للنقطة ك نصف قطره ة إلى جوار للنقطة ك نصف قطره ع محدد سلفا » فإننا ٠‏ 
سنقول أن الأثر غير. متصل عند النقطة ك . 


۲۰ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


٩ - ۱ شکل‎ 


ففى شکل ۱ - ۰۸ أى نقطة داخل جوار النقطة وه الذی نصف قطره 8 ترسم إلى نقطة 
« آقرب » إلى فعا من النقطة وه + © أو النقطة وه- 6 . لقد إتفقنا على أن هذا یعنی أنه إذا 
رسنا حطا رأسياً إلى أعلى من أى نقطة تتتمی لجوار النقطة وه الذی نصف قطره 8 حتی یلتقی بالأثر 
ثم رسمنا خطا آفقیا إلى الدی ‏ فان الخط الافقی یقطع الدی فى نقطة ما تنتمی لجوار النقطة ىه الذی 
نصف قطره © . ویکون الأثر متصلا عند وه إذا كان لكل جوار للنقطة ىه نصف .قطره 6 یوجد 
جوار للنقطة فه نصف قطره ۵ بحيث أن کل نقطة من نقط جوار النقطة وه ترسم إلى نقطة تنتمی 
لجوار النقطة وه . 


مدخل حدمى للاتصال ۲١‏ 


الآن » وبعد أن قدمنا الأْفکار الأساسية عن مفهوم الاتصال » مكها القاء نظرة آکفر ساعن 
عدد من القولات التی كانت موضع نقاشنا . إن الرسم البيانى البسیط فى شكل ۱ - ۱۰ يشل 
جموعة الأزواج الرتبة من الأعداد الحقيقية ( س »ص ) حيث ص - ل س . إنه تحویل یتطلب فيه 
القرب فى حدود © » حيث 6 تساوی وحدة طول واحدة » فى الدي قربا فى حدود و > بحيث لا 
تزید 8 عن وحدتین من وحدات الطول ف النطاق . وهذا یکانیء القول بان أى نقطة تنتمى لجوار 
للنقطة ؟ نصف قطره وحدق طول سترسم إلى نقطة تنتمی إلى جوار للنقطة ۴ نصف قطره وحدة 
طول فى ظل العادلة ص - ل س . ۱ 


ولكن إذا تطلب الأمر أن نكون فى حدود 6 = + » فيجب أن تختارة < ج لضمان أن كل شىء 
فى الجوار الذى نصف قطره 8 سيرسم إلى الجوار الذى نصف قطره ع ( شككل ۱ - ۱۱). 


١١-١ - 


فقة الأزواج المرتبة ( س »ص ) حيث ض = ۲ س مثال لدالة أخرى متصلة ( شكل -١‏ 
۲ ) . إننا ننظر إلى هذه الدالة كتحويل يرسم النقط من مجال الأعداد الحقيقية إلى مدى الأعداد 
الحقيقية . لكل قرب فى حدود ع ف المدى يوجد قرب فى حدود 8 فى امجال بحيث أن أى نقطة قريبة 
فى حدود 8 من هذه النقطة فى المجال ستكون قريبة فى حدود ع من صورتها فى المدى . لهذه الدالة 
يجب ألا تزيد 8 عن نصف مقدار © . 


۲۲ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


خلال هذه الدراسة لن تکون € » 8 أبدا أعدادا سالبة » إنها ستکون دائما أعدادا حقيقية موجبة 
« وبالتالى فان ۶ , 8 لن تساوی الصفر إطلاقاً » . 


الباب الثانى 


نباية المتتابعة 


قاری المبريجة التالية مقدمة استكشافية للمتتابعات . وهی تشكل خبرة من طراز « بلل قدميك 
قبل الخوض ف الاء » » ستساعدك على السباحة خلال بقية الباب . 


تتقسم اتمارين المبرمجة إلى أقسام تسمى أطرا . وکل إطار یتکون من جزئين رئيسيين . يسفى 
الجزء الأول « اللبه » ويسمى الثانى « الاستجابية ». زوفل بين هلام الأجزاء فطع و 
أفقية قصيرة . ومن المهم أن تستخدم الأسلوب التالى مع كل إطار : 

: . قم بإخفاء جزء استجابية الاطار ببطاقة‎ - ١ 

۲ - أكتب استجابيتك للمنبه على: صحيفة من الورق . 

۳ - قارن استجابيتك باستجابية المؤلف .. 

ويمكن بطبيعة الحال أن يخاول الشخص توفير الوقت بتخمين الاستجابية ببساطة بدلا من 
كتابتها . وهذا حسن إذا استطاع الشخص أن يكون صادقا مع نفسه » ولكن ما أسهل أن يقرأ 
الشخص استجابية المؤلف ثم يقول « حسن , هذا هو ما خمنته » . إذا كتبت استجابيتك الخاصة 
بك » فانه يمكنك مراجعة الفروق الدقيقة بين استجابيتك المكتوبة واستجابية المؤلف . فكثيرا ٠‏ 
اعرد هذه الفروق ذات مغزی كبير . ش 


۱-۲ افيس کل عدد من فاع ليرا إلى عل کل عذد صحیج موب انا 


نحصل على قائمة لا نهائية من الأعداد الحقيقية تسمى متتابعة CE +g:‏ 
کون متتابعة بقسمة ۲ على كل عدد من الأعداد الطبيعية . 

» النقط الثلاث يمكن قراءتها «'وهكذا‎ . )... iol. e 
. هو الحد التاسع‎ 2 ۰ 0 GS 

0 شس 

۳ 

Oa e< 2 ( هو الحد العام للمتتابعة‎ 1 FF 

ماو اليد ال Es O‏ 


۲ 


له 


۲ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


۲ < 4 : يمكن وصف التتايعة بحدها العام . فیمکن تمثيل المتتابعة ( ل » ل ۰ ل » ... ) بالرمز 
١‏ ا ا E‏ 8 


) . تستخدم الأقواس للإشارة إلى أن هذه متتابعة وليس جرد الحد العام . 


) 


3 


؟ - ۵ : أكتب الحدود الثلاثة الأولى من المتتابعة ( 2 ) . 


٩-۲‏ : ا الدود الأرينة الأول من التايعة وك 
سس سس سم ۱ 


١ 
ند‎ 6 


۱ ۱ 
4 سته.‎ 
۱5۲ ٩ ۱ 


۲ - ۷ : تمثل العابعة ( ۰۲۷۰۸۰۱ 54 » ... ) بالرمز ( ده" ) . ويل الحد العام مذه التتابعة 


۲ ۵ می الدود الأربعة الأول :2 ( ۰۲ وان ۲۸ فا نج 
... ) هى المتتابعة . نه" + ۱ هو الحد العام . ٠‏ 


۲ - ۸ : ما هو الحد العام للمتتابعة ( 42 04 2 ۰ پل ) ؟ 
A‏ ۱ ,له 
يك :1 2 
چ د (۲) 
: 0 ٤ء‏ 5 ۲ 
٩ - ۲‏ : يكن للمتتابعات أن تأخذ صورا أخرى كثيرة . ( كب ) هی المتتابعة سس 
ا 
ج 
۲ ۳ .۶ ۰ 


۲ - ۱۰ : فى التتابعة ( ل ) کل حد أصغر من الحد السابق له . الحد رقم ۱۰۰ هو سس والحد 
رقم ٠٠٠١‏ هو . الد رقم ۱ ۰ یکون (أكبرء أصغر ) من الحد رقم 


۲ - ۱۱ : |ذا مثلنا التتابعة 9ل ع بیانیا > نلاحظ أن کل جوار للصفر یحتوی عددا لا نهائیا من 

له ۲ 
حدود المتتابعة . فى الحقيقة كل جوار للصفر يحتوى « جميع » حدود المتتابعة  (‏ ) « فيما عدا 
عدد محدود منبا » . 


8 5 5 ۲ ۱ ۲ 
جميع حدود المتتابعة ( ل ) فيما عدا عدد محدود منبا تقع على بعد فى حدود م من الصفر . 


نهاية المتتابعة o‏ 


١ 1١ 
. صفر‎ ۸ ٩ ٤ ۲ 
۱ ۲ ۱ 
۱ 2 ن‎ 
۳ ٩ ۷ o 


۳ 


N : ۱‏ 55 5 ۱ 
یم یو الحابعة ر ۲ )فا دا علد دود خها تمع عل يعد ل اه بد هی( 


له 
۳ ۰ ۷ 5 
٩ 3 ۲‏ ۸ ۱ 
3 4 :1 ۱ 
۴ و ۷ ٩۹‏ 
0 0 3 ۱ 
جميع حدود المتتابعة ( ۲ ت ) فیما عدا عدد دود ما تقغ عل بعد فی حدود سب من ۲ 
. 5 ۰ ۱۳ 5 
A O 0 ۲‏ 
۷ لق ۵ ۱ 5 
0 ۳۹7 


إذا احتوى كل جوار عد حاتي ات خدود ا علد درد مها لإنا تفرك 
ا . نباي امتتابعة ( ١‏ + ل ) هی ۱ لأن كل جوار للعدد ١‏ يحتوى جميع حدود 
التابعة (۱ + ل ) فيما عدا عدد دود مها . 


ماهى نباية المتتابعة ( ۲ + ل ) ؟ . 


EE ESD 
البعد بين الحدين السابع والثامن من حدود التتابعة ( 1 ) هو هو - 2= چچ‎ : ۱۲ -۲ 
ااه یی ا ای سا ری اد‎ 

۱ ۱ ۱ 
و I‏ 
۲ - ۱۳ : تزدد حدود امتتابعة ( ل ) قربا على التوالل من بعضها البعض . إن قرب ل إلى ل أكار 
وف للا هچ رصم مسا 


ماهو أكبر بعد بين حدین متتاليين من حدود المتتابعة ( 1 ) ؟ 


١ 
چ‎ 


لد 


۲۹ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


۱۶-۲ الوه مك أن عرزل اذ كل a N‏ 
حدود المتتابعة ( ل ) ( أقرب إلى » أبعد عن ) الصفر من . 


آقرب إلى 


OG eS ۱۵ - ۲‏ ل ا 
من الصفر ۰ ما هو الحد الأكير فى التتابعة الذى يكون أقرب للنهاية من ۲,. 


٩ ۱‏ ۱ 
۲ ۱ و ٤‏ ۰۲ ۷ 1 صفر 
mî‏ وت صعب سي وس بس سس أ نت ات جه سام جف :ل اسل طش ا a‏ 
1١ ۱ ١‏ 1 
FT o ۳‏ ۸ 


لا بای » چ . 


۱٩ - ۲‏ : إذا كان ده > نا » ماهی القيمة التى يجب أن تأخذها ن حتی تکون جمیع حدود التتابعة 
) آقرب إلى الصفر من ۳,. ؟ 


نع لان دل 
< 

22 

۲ - ۱۷ : مهما كان العدد الذى نختاره صغيرا » فإنه يوجد دائما حد من حدود المتتابعة ( + ) 


یکون قرب إلى الصفر من ذلك العدد ۰ جمیع الحدود بعد هذا الحد تکون أيضا ‏ من العدد 
الختا 
ب 


أقرب إلى الصفر 


۱۸-۲ : لا يمكن أبدا أن تساوى قيمة لل صفرا » مهما كانت ده كبيرة . ومع ذلك » يمكننا جعل . 


ل قريبة من الصفر-بأى درجة نشاء باختيار قم ( أكبر » آصفر ) للعدد ده . 


و 


نہاية المتتابعة ۳۷ 


تحدثنا فى الباب الأول حدسيا عن آثار الحيوانات » والتلحویلات ‏ والروا 0 
للأمار » والرسوم البيانية للمعادلات . سنناقش الآن تناظرات مجردة مشابهة تسمى « دوال » . إن 
التحويل أو الراسم الذي قمنا باشتقاقه من أثر الحيوان كان دالة.والرسم البياني للمعادلة ص = ۷ س 
سنسميه الآن دالة . 


OG TT 
» ۲ [ الذى يزاوج كل عنصر من عناصر المجال (۰۱۰ ۰۲ ۳ | مع ضعف هذا العنصر فى الدی‎ 
نفس هذه‎ . 00۰۳۳۰۲۲ ۰ ١( | = يمكن تمثيله مجموعة الأزواج الرتبة د‎ ) ۰ 4 
. ]| ۳ ۰ ۲ ۰ ۱۱۱ 3 الدالة يكن وصفها بالصورة د > | ( س ۰ص ) | ص = ۲ س ء س‎ 
. ويقرأ هذا التعبير « د تساوی مجموعة کل الأزواج الرتبة رس ص ) بحيث أن ص تساوی‎ 

۲ س » س عنصر من عناصر المجال [ ١‏ , ۰۲ 1۱۳ . : 


إن الدالة عملية مزاوجة فى إتجاه واحد . فنحن ننظر للدالة د على أنها تحمل ١‏ إلى ۲ » ؟ إلى ٤‏ »> 
۳ إلى ٦‏ ولیس ليس العکس بالعكس کا تبين الأسهم فى شكل ۲ - ١‏ . وننظر إلى كل زوج مرتب 
كرسم للعنصر الأول فوق العنضر الثانى » وعليه فإن الزوج المرتب (» ب ) يختلف عن الزوج 
المرتب ( ب »7 ) حيث أن العنصر الأول فى (؟» ب ) هو بينا العنصر الأول فى رب » *) هو 


ل . 


5 5 
0 د 0 
مدی د 3 0 
۳ ۳ 
۲ )مده 
۱ ۱ ۱ 
شکل ۲ - ۱ 


وعلاوة على هذا فإننا نقيد الدالة بعدم السماح برسم العنصر الأول فوق عنصرین ثانیین. . .. 
مختلفين » ولكننا سنسمح برسم عناصر أولية متعددة فوق عنصر ثالى مشترك . 0 


۲۸ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتکامل 


تعريف ۲ - ۱ : 


الدالة جموعة ازواج مرتبة ليس لاثبين منها نفس العنصر الأول . « مجال » الدالة هو مجموعة 
العناصر الأولى فى الأزواج ج المرتبة » و « المدى » هو مجموعة العناصر' لثانية فى الأزواج ج المرتبة . 

إذا كانت د دالة فإننا سنرمز لاه ترسو انرق ESS‏ وال ين آذ 
الزوج الرتب 679 ت ) عنصر من عاضر 5 (۲» تب ) 3 د وعندما تکتب د (9) بت 
فاننا نقرر أن ب هی « قيمة » الدالة عند ۲ . فمثلا حين نکتب د ( س) = س" + ۳ س » فاننا 
نعنی أن س" + ٣س‏ هی قيمة الدالة د عند النقطة س فى مجال الدالة . 


د = ((س.ص) ص- س۳+۲س ۰ س و ج ] 
وهی ما تکتب أحيانا د-. (( س»س۳+۲ س ) ) 


الرسم البیانی للمعادلة ص - ۲ س هو مجموعة الأزواج ج الرتبة التی على الصورة ( ۰۲ ۲ ) » حيث 
رم ل عضا ا ای از را را 
من که مجموعة الأعداد ا حقيقية » 


۱٩ - ۲‏ : مجموعة الأزواج الرتبة [ (۰۲(۰)۹۰(۰6۷۰۳(۰)۳۰۱) ) تمثل دالة . کل 
عنصر من عناصر اجال یناظره عنصر واحد وواحد فقط من عناصر الدی . جال الدالة هو المجموعة 
(۲۰:۰۳۰۱ ] ومداهاً هو احموعة [ 50۹۰۷۰۳ ]. 


هل نمثل مجموعة الأزواج اطرتبة ۶۰۲(۰6۸۰۶(۰)/۲۱۰۳(۰)۲۰۱(۱) )| دالة ؟ ما هو 
جالها ؟ ما هو مداها ؟ 


نعم » هی دالة . ۱ ۱ ۳ هو امال » ۸۰۲۱۰۶۰۲۱ هو الدی . 


۲ - ۲۰ : یصف تعریف ۲ - ۱ الدالة على أنها مجموعة مر ۲ 
مها نفس العنصر الأول و لخر ی ليست دالت لن لكل من 
EOS‏ 

هل ۰۱ (۲۰۶(۰)۰۰۳(۰)۳۰۲(۰)۶۰۲) ] دالة ؟ 


لا ؛ لكل من (۳۰۲(۰)۰۲) نفس العنصر الأول 


۲ - ۲۱ : کثیرا ما نصف الدالة بالنص على مجاها ومداها ثم وصف الأزواج الرتبة بمعادلة تعطی 
الصورة ص لای نقطة س ف المجال . 
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مشال : الدالة فى ۲ - ١5‏ دالة من المجال [ 1۰۳۰۲۰۱ ] فوق المدى [ ۱۸۰۹۰۰۲ . ويمكن 
د ۰ 6۳۰۲۰۱۱ ] > | ۸۲ ]. 

ووصف کامل للدالة هو 
+ = [رسءص)|ص- ۲ سس 5 ۱10۳۰۲۰۱۱ ) 

أعنبر الدالة من الأعداد الحقيقية فوق الاعداد الحقيقية » د دح سم حء الممثلة بالمعادلة 
ص = ۳ س - ۲ . ما هو اجال » المدى » الرسم البياني » ووصف هذه الدالة ؟ استعمل ج 
لترمز إلى مجموعة الأعداد الحقيقية . 

كل من لمجال والمدى هو مجموعة الأعداد الحقيقية . سنمثل المجال بيانيا على محور السينات والمدى 
على مور الصادات . الدالة نفسها هى المجموعة اللانهائية من النقط التي تكون الخط الستقم 
ص = ۳ س- ۲ المرسوم بیانیا . 

ده رص ص 2 ۲ س بت ۲ + س 5 ج] . 


ص 


۳ - ۲۲ : هل غثل مجموعة الأزواج المرتبة التالية دالة eT) «(FT <T)}:‏ 0/۰۵۵4 
(۰۱ ۱) ] ؟ ما هو مجالها ؟ ما هو مداها ؟ 
نعم » هی دالة . اجال هو |[ ۰۰۳۰۲۰۱ الدی هو [ ۲۰۰۳۰۱ ] 


تعریف ۲ - ۲ : 
المتتابعة دالة مجافا مجموعة جزئية من الأعداد الطبيعية . 


التتابعة فى هذا الكتاب هی مجموعة من الأزواج المرتبة » على سبيل المثال » 


“(ZC ۰۱( }‏ (۰۲ )۰ (۰۳ ح)ء ( 4 ۰ دب ۹ 
فيها الاحدانی الأول من کل زوج مرتب عدد طبیعی والاحدانی الثانى عدد حقیقی . مجموعة 
الاحدائیات الأولى هی « مجال » التتابعة ومجموعة-الاحدائيات الثانية هی « مدی » التتابعة . 
وحیث أن ترتیب الأعداد الطبيعية معروف جیدا فالعتاد هو اختصار ذلك التعبیر الرمزی إلى جموعة 
مرتبة من عناصر الدی نرمز ها بالصورة : (ح,» م ۰ ٠) ۰.۰ e‏ 


۳۰ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


مضال : أول خمسة آعداد طبيعية قابلة للقسمة على ۳ هی عناصر الدی لدالة معرفة على المجال 
([۰۱ ۰۶۰۳۰۲ ] ومداها المجموعة |[ ۱۵۸۱۲۰۹۰۰۳ ] . هذه الدالة هى التتابعة 
|« الهائية » (ر۱. ۰۳ (۰۲ 5 ۳ (٩‏ ۰۱۲( ۱۵) ).انما تختصر إلى 
۰٩ 7 ۰۳(‏ ۰۱۲ ). 

" مفال: کل الأعداد الصحيحة الوجبة القابلة للقسمة على ۲ هی عناصر الدی للمتتابعة 
« اللامائية » (( ۲۰/۲ £)(۳ نت امي ... | وتختصر إلى ۱ 
(۰۲ ۲۰۰۰۰۱۰۶ له ...) أو إلى (۲ له) . لاحظ أنه عند الاشارة إلى متتابعة نهائية فإننا نضع 
٠‏ الخد العام فى آخرها : (ح,» ح٠‏ حی ...» حر)؛ ولکن إذا أردنا الاشارة إلى متتابعة لا نبائية » 
فإننا نضيف ثلاث نقط بعد الحد العام (ح > ح,ء حيء ...» حر ...) أو نکتب (حى) . وإذا 
كانت صورة اد العام واضحة فيمكننا أن نكتب ببساطة (حم» ح,ء ح.ء ...) للدلالة على 
متتابعة لا نبائية . 


أفرض أن ضفدعة فى قاع بعر وقعت تحت تأثير سحر ما جعلها قادرة على القفز نصف المسافة إلى 
حافة البعر فى احاولة الأول ثم نصف المسافة المتبقية فى كل قفزة تالية ( شكل ۲ - ۲ ) 


شكل ۲ - ۲ 


هل ستستطیع الضفدعة أن تحرر نفسها من البعر وتخرج خارجه ؟ . أن السافات المتتالية التی 

تقفزها الضفدعة تکون معابعة مسافات (1 » ۰2 ۰2 ...» لي » ... ) . إذا احتاجت 

: 7 

تشه تاره واه نان و ا رقم ده » فان الزمن الذی تستغرقه 
۱ 


لتنصيف السافات إلى حافة ابعر تكون لتتابعة زمنية ( ۳ » ا ابو 6 
۲ 


نهاية المتتابعة ۳۱ 


ورغم أن حدود متتابعة السافات تزداد صغرا وتصبح صغيرة جداً عندما تکبر ده جداً » فإن كل 
شخص تقريبا سيوافق على أن الضفدعة لن تحرر نفسها أبدا . ومع ذلك فقبل مناقشة هذه النتيجة » 
دعنا ندزس المسألة التالية . آنها مشابهة تماماً > ولكن الإجابة المعتادة تناقض على ما يبدو الاجابة التى 


حصلنا علا فى. التو . 


لقد صاغ الفيلسوف زینو » الذى عاش ف لیا على الشاطىء الجنوبى وبطالنا خوال E‏ 
ق . م» هذه المتناقضة الظاهرية التى يبدو فیا تفكيره کا لو كان يشير ال أن افص سك 
الامساك بسلحفاة إذا سمح لها باتقايز عليه فى بداية السباق . يبدأ أشيلس من نقطة ؟ ( شكل ۲ - ٠‏ 
۳ ) وتبدأ السلحفاة من نقطة ب . سيحتاج أشيلس لزمن قدره نم ليقطع المسافة حتى ب . وف 
نفس هذا القدر من الزمن تكون السلحفاة قد تحركت إلى < . وعليه فإنه سيكون على أشيلس أن 
يقطع السافة إلى < ح قبل أن يتمكن من اللحاق بالسلحفاة . إنه سيحتاج لزمن قدره نهم ليقطع السافة 
المتبقية حتى < » ولكن خلال هذا الزمن تكون السلحفاة قد تحركت إلى ۶ . ولا يزال على أشيلس أن 
يقطع المسافة التى سارتها السلحفاة خلال هذه الفترة الزمنية الأخيرة . إنه سيحتاج لزمن قدره لا 
لقطع هذه المسافة » ولكن السلحفاة ستحرز مزيدا من التقدم خلال لم . سيترك هذا مسافة رابعة 
على أشيلس ان يقطعها » وبالطبع » ستحرز السلحفاة مزيدا أكثر من التقدم خلال له . ويتساءل 
زینو عما إذا كان هذا سيستمر إلى الأبد » إذ سيظل هناك دائما مسافة صغيرة على أشيلس أن 
يجريها . وبینا هو يجرى هذه المسافة » ستحرز السلحفاة بعض التقدم تاركة لأشيلس مسافة أخرى 
بينه وبينها . 


إذا كان البعد بين ١‏ » ب ميل واحد وكان أشيلس يجرى بسرعة ۲ ميل / ساعة بينا تزحف . 
السلحفاة بسرعة ١‏ ميل/ ساعة فقط ‏ فإن التجربة قد بينت أن أشيلس سيتجاوز السلحفاة بعد 
ساعة واحدة بالضبط . وهذه هی المتناقضة الظاهرية : كيف يستطيع أشيلس القيام بعدد لا ماني من 
تنصيفات المسافة بينه وبين السلحفاة فى قدر محدود من الزمن ؟ 


۳۲ النبايات والاتصال فى خساب التفاضل والتكامل 


آدرس الجدول التالي وانظر ما إذا كان باستطاعتك الاجابة على متناقضة زینو الظاهرية قبل, 
الاسترسال فى. القراءة 5 


همه گام و 


۱ 
۳ 
۳ 
4 
۷ 
۸ 


|2 <| 
l5 


م کے 
کے ~~ 
ص چ 
کے ص 


اد > 
ام 1ا 


۱ 


لے 
حم 
كم 
حم 


إذن فبعد التنصيف السادس سيظل على أشيلس أن يقطع ل من الیل قبل أن يتمكن من اللحاق 
بالسلحفاة . ولكن هل سيكون أشيلس قد تجاوز السلحفاة بعد مليون من هذه التنصيفات ؟ إن 


۱ 7 ا EY ARES‏ 
E,‏ ل ۰ ... ) . والأزمنة اللازمة لاجراء هذه التنصيفات تکون المتتابعة الزمنية ( 2 ۰ +۰ 2 » 
4 0 
۲ 


Coase 


٠‏ » ...) . وحدود كل من هاتين المتتابعتين يأخذ ف الصغر تدريجيا » ولكن هل يساوى 
له 

أى فق هده الحدود صفرا بالفعل ؟ 

بمقارنة مسألة أشيلس ومسألة الضفدعة نرى أنهما متشابيتان جدا . فى زمن قدره لم ينصف 
أشيلس المسافة حتى السلحفاة . وينصف السافة التبقية فى كل فترة زمنية تالية تماما کا تفعل 
الضفدعة » ومع ذلك فإننا نشعر بالبديهة أن أشيلس سيلحق فعلا بالسلحفاة بیغا لن تخرج الضفدعة 
أبدا من البعر . هل هناك شىء مختلف ف المسألتين يسمح لاشیلس باللحاق بالسلحفاة بيغا يعوق 
الضفدعة من مغادرة البفر ؟ 


خهاية التتابعة ۳۳ 


إن المتتابعتين الزمتيتين فیهما مختلفتان . فأشيلس سيستغرق زمنا كليا قدره ل + 2 + 2 + .. .+ 


اجا بلع ی ی 
با ا مي ار حال يتين بستلاق عل مل رای جر سم فرع 
متتابعة زمنية أو متسلسلة زمنية » . وسيحتاج الامر إلى عدة صفحات لشرح الفرق بين هذين 
امجموعين » ولكننا سنبين فى كلمات موجزة أن مجموع متتابعة أشيلس الزمنية هو ١‏ » ما يشير إلى 
أنه سيجرى عددا لانهائیا من التنصيفات فى ساعة واحدة ء بينا يتزايد مجموع المتتابعة الزمنية 
للضفدعة بلا حدود ما يشير إلى أنه لن يكون لدى الضفدعة الزمن اللازم لعمل عدد لا نهال من 
التنصيفات . 

وبعبارة أخرى » إذا لم تأخذ الضفدعة الثانية الإضافية بعد كل قفزة فإنها كانت ستصل إلى حافة 
البعر ؛ وإذا استراح كل من أشيلس والسلحفاة لدة ثانية واحدة بعد كل تنصيف فان أشيلس لم يكن 
ليلحق بالسلحفاة . 

ابعل اا اا رمک عل بيات لار شطع فة ود تارمن ا 
فى قدر محدود من الزمن » ولذا فإننا سنقطع المناقشة ة بیان أن مجموع المتتابغة الزمنية ( + » 2 » 
...)هو ۱ . 


ا 
۸ 


هو جموع O‏ درادن ای ۶۲ 
ر 


... » حيث | ر | < ۱ . وإذا فحصنا مجموع المتتابعة الزمنية ( ج » 2 كت . ) لرأينا أن النسبة ر 
ين الحدود هى وأن الحد الأول۴ هو أيضا + . وبهذا فان الجموع م ل + و ++ 
۲ 
... یکون ۱ 
1 
یسم ١‏ 
(1۱- 3) 


وعل ذلك فاٍن هذه الصيغة لمجموع التوالية الهندسية تشبر إلى أن أشيلس قد قطع مسافة الیل 
الواحد بينه وبين السلحفاة فى زمن قدره ساعة » نظرا لأن مجموع کل من التتابعة الزمنية ومتتابعة 
السافات هو ۱ . 

ولکن هل ستصل الضفدعة فى أى وقت إلى حافة البكر ؟ إنها تقفز ( ٠‏ ج ٠‏ ... > لج » 
... وهده متوالية هندسية من السافات مجموعها ۱ ولکن ليس للمتسلسلة الزمنية للضفدعة » 
5 + * +3 + ...ب ١(‏ + ل ) + ...»أى قيمة کعدد حقیقی . هاهنا تقع التناقضة الظاهرية 
۳ 4 ۸ پل 


فعلا . هل یستطیع آشیلس حقيقة أن يسير عبر عدد لا نهانی من النقط ؟ نعم » وهذا يحدث کل 


۳٤‏ النهايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


يوم . هل تستطيع الضفدعة أن تة تقفز عددا لانهائيا من المرات ؟ هذا ليس بالامکان إذا كانت تستغرق 
ثانية واحدة على الأقل لكل قفزة . إذا كانت الضفدعة قادرة على القيام بعدد لا نان من القفزات فى 
زمن حياتها امحدود » فإنها ستصل إلى حافة البئر . ولكن الضفدعة لا تستطيع القيام بعدد لا نها من 
القفزات لأن كل قفزة ستستغرق ثانية واحدة على الأقل وزمن حياة الضفدعة ليس طويلا بقدر 
يكف السات مده لا باق ی افوان من جاتن ارهن افیا يكن أ یی قدو 
نبا من النقط إذا لم نصر على توقفه الحظيا عند كل نقطة . 

وفى الحقيقة فان E‏ ایا ای ای المسافة بينه 
ونان الشلحتاة ة إذا كان كل تنصيف يستغرق ثانية ؟ » يجب أن نقر إ إنه لو كان كل تنصيف يستغرق 
ثانية على الأقل فإن أشيلس لن يستطيع أبدا أن يلحق بالسلحفاة . ويمكن للبعض أن يجادل بأن زینو 
كان يدرك بالتأكيد أن بعض التنصيفات ستستغرق أقل من ثانية واحدة . الواقع أن ماكان يقصده 
زینو هو الکرونون ( أصغر جزء ممكن من الزمن ) . فى هذا الجزء الوجيز من الزمن » لم يكن 
أشيلس ليستطيع القيام بأكثر من تنصيف واحد » ثم تنصيف واحد ف الکرونون التال وهكذا هكذا 
بلا نهاية . 

با آننا قد أوضحنا أنه | إذا سار أشيلس بسرعة ۲ میل/ الساعة لدة ساعة فانه سيتم عددا لا نهائيا 

من التنصيفات فى الثانية الأخيرة فانه يبدو أن لا وجود لشیء کالکرونون . 


يوضح شكل ۲ - 4 مثالا آخر ب بين الفرق بين السير عبر عدد لا نهافى من النقط والوقوف 
للحظة من الزمن عند كل نقطة . فى هلبه المسألة وضع فر من فان أربعة آلية فى رکن من أركان 
حجرة مربعة وقد تمت برمجة كل فأر ليتبع جاره الواقع على کین . وعند إدارة مفتاح البدء یتحرك كل 
فار تجاه جاره ويستمر فى متأبعته أينا ذهب . 


٤ - ۲ شکل‎ 


خهاية المتتابعة ۳۵ 


ستدور الفعران الآلية حول النقطة فى مركز الحجرة عددا لا نبائیا من الرات . بفرض أن هذه 
الفعران جمیعها صغيرة بالقدر الکافی لأن تشغل نقطة واحدة » فهل ستصل إلى مركز الحجرة فى أى 
وقت من الأوقات ؟ إذا كانت الفعران تصنع ۱۰ دورات ف الثانية فإنها لن تصل أبدا إلى ال رکز لأنه 
لا يتاح عدد لا نهانی من الثواق . وإذا كانت الفعران تتحرك بسرعة ٠‏ قدم/ ثانية » فإنها تستطيع 
اتمام عدد لا نها من الدورات ف الثانية الأخيرة » ونظرا لأن طول الحلزون الذى ستقطعه محدود 


فإنها ستصل إلى المركز . 
لقد افترضنا فى الناقشة السابقة أن مجموع التوالية امندسية یعطی بالقدار لت رت 
۰ کر 
| ر | ١<‏ . سنبین الآن أن هذا الافتراض كان صحیحا. يشتق التعبير - عادة من الصيغة 


ا میا ل 
د ر 2 


له ۱ 


<ره هی مجموع له حدا الأولى من المتوالية امندسية . إذن يمكننا كتابة 


حر =+ EE,‏ ا لم 
إذا ضربنا الطرفين فى ر فإننا حصل على 
| رجن در + ر" + ر" + ...+ ا 
ورود E ES‏ . إذن 


کا عر كك او 


ومنها : 
خی( ۱ سار) اب ار 
وبالتال : 
حح _ ساد 
ا 
۰ ر 


تعتمد اخطوة التالية فى الاشتقاق على الفهوم الام الخاص بالنهاية . وهو مفهوغ صعب سیستغرق 
باق الکتاب لشرحه بشکل کامل . إذا كانت ر عددا بين صفر وواحد فاننا ندعی أن ر" تقترب من 
الصفر حين تزداد له بلا حد . إذن » فمجموع عدد لا نهان من الحدود هو ۱ 


رل رصفر)_ ‏ ۲ 
۱ زا | سر 


إننا نعبر عن هذه الحقيقة بکتابة 


: اعدلنم لين إن من عفر ان که 
نه سه »م ۱ ر ۱ سر 


۳۹ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


للاستزادة: فى بحث هذه الحقيقة نحتاج لأن نعرف بدقة ما نعنيه حين نقول « نهاية المتتابعة 
ستر ف 6 0 بمو 1 


دي عندما تزداد له بلا حد تساوی صفر » وهو ما نعبر عنه بكتابة 


بي بل - صفر 
ان الرمر مب هيبلا ل = صفر يعنى بالتعريف أنه : : 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد طبيعى ن 
بحيث أنه 


إذا كانت له أى من أو تساوى ن فإن الفرق الوجب بين لي » صفر يكون أقل من ع 
ويمكن كتابة هذا رمزيا بالصورة 


له > نس | - صفر | <ء . 


هذا التعریف من حيث الجوهر هو نفس التعریف الوجود فى الاطار ۲ - ۱۱ . هناك ذکرنا أن 
صفر هو نهاية المتتابعة ( م ) إذا كانت جميع عناصر التتابعة فیما عدا عدد محدود منها تقع فى کل 
جوار للصفر . وف التعریف آعلاه نصر على أن تکون جميع عناصر التتابعة فیما عدا عدد محدود منها 
داخل جوار للصفر نصف قطره 6 . العدد انحدود من العناصر التى تأ قبل الحد رقم ن قد يكون 
خارج جوار الصفر الذی نصف قطره © . والحد رقم ن والعدد اللانبای من الحدود التی تأق 
بعده ( الحدود رقم له حيث ۸۸ > ۵) تقع كلها داخل جوار الصفر الذى نصف قطره € 

لشرح هذا التعريف سنقدم مثالا اخر . أفرض أن أشيلس قرر أن يسير من مدينة ! إلى مدينة ب 
التى تبعد بمقدار ميل عن ؟ ( شكل ۲ - ه ) . إنه سيسير ج ميل + + ميل + 2 ميل + ... حتى 
يقطع المسافة بين المدينتين . إن هذا التعريف يقود إلى منازلة بين أشيلس وشخص خفى يدعى 
إبسيلون . يقف إبسيلون قريبا بای درجة يشاء من المدينة ب » ولكن يمكن أن يكون أشيلس أقرب 
للمدينة بسيره عبر التنصيف رقم ن ( شكل ۲ - ١‏ ) . 


١ 1١ 1‏ 3 
۱ - - - 
٤ ۸ — ۱١‏ ۲ 
او ب ن اید کڪ ی ل م 
اور ی 
35 
ب م 


هاية المتتابعة ۳۷ 


شکل ۲ - 1 


إذا كان إبسيلون يقف على بعد ل ميل من الدينة ب » فإن آشیلس سیکون آقرب إلى المدينة من 
NETE E‏ . وکل تنصيف بعد الرابع سیجعل آشیلس أكثر قربا من 
المدينة . 


ويمكن إختصار هذا إلى : 


له > 6 = | لج - صفر] < بج . 


3 0 


أى أنه إذا كانت لها ا ا ال اه ال 
ده 
۲ 


أفرض أن إبسيلون يبعد عن المدينة بمقدار ۱.,. ميل . عندئذ يكون أشيلس أقرب إلى المدينة من 
إبسيلون بعد اتتصیف السابع . أى أن له > ۷ سيجعل | لج - صفر | ,.١<‏ 

ماي العامة ( سل ) تساوى صفر حون تصبح ده لا بای إذا كان أشيلس يستطيع دائما أن 
ES‏ لطر . ونظرا لأنه يوجد دائما عدد لا نهإق من التنصيفات الأقرب إلى 
الصفر من أى قرب يستطيع إبسيلون تحقيقه » فإن جميع التنصيفات فيما عدا عدد محدود منها 
ستكون أكثر قربا من ابسیلون . 

لقد صْمَم اتمرين البرج التال ی هذه الأفكاز 
۲ - ۲۳ : إذا كان میا ل = صفر فانه 

۲ 


ov 
0 یو جد عدد طبيعى‎ 
بحيث أن‎ 


له > ذ ل | - صفر] < » 
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والتقاریر التى على الصورة الذکورة أعلاه يمكن اعتبارها وصفا لباراة . السید إبسيلون هو 
. المهاجم والقارىء هو المدافع . المهاجم يعطى قيما للرموز التى تلى « لكل » آما الدافع فعلیه أن 
يحصل على قم مناظرة لكل الرموز التى تلى « يوجد » . إذا أعطى الهاجم الرمز © القيمة ١,١‏ » 
فسيكون علينا أن نحصل على عدد مناطرن من 4 ميث يكون له > ٤‏ سه | - صفر |< ..١‏ 


فإذا واجهنا بالتحدى بالقيمة .,.١‏ للرمز :غ » فما هى أصغر قيمة للغدد ن.تضمن أن 


ده > ن 2 E‏ 


ن = ۷ ؛ لأن | 1 _ EE‏ ۰ 

ا صفر | سل وهی أقل من ۰۱,. 

۲ - »94 : إذا ووجهنا بالتحدى لايجاد ن بحيث أن دكن ج | . بل.- صفر |< ل فيمكننا 
اختيار ن = ١‏ لأن | لر صفر | = لے < ل . i:‏ ۵۰ 


وید بت أذ هي ۵ س | إل - مغر | < بلي 


ن > . أى غدد طبيعى أكبر من ۸ سيفى بالغرض 


1 - ۲۵ : ای ۵ مکنك عار ھا ت آن دی ۵ لت | لود مرآ ا ١‏ 


ارشاد : 2۲ كلاه ۱۰۸ ۲ = ۵۲۲۸۸ 


۸ 
6 


> ۲۰ ۲۰۰ هی أصغر ن ستحقق التقرير » ولكن أى ن أكبر منها ستحققه هی الأخرى . 


۱-۲ تیف كما سل ف :هو 


رم سه مم ف 
لكل عدد حقيقى موجب 6 
بحيث أن 
r Ed‏ € 


غرف م ا نشف 


نهاية التتابعة ۳۹ 


ل ... ) . إذا أعطينا'ع ل » فاننا نريد 
0 ) 1۰ ینا € °° سر 
ل ی 


ند میت آد | مت[ 


ل 


ا 


۲ - ۲۸ : أى ن عکنك اختیارها بحيث أن له >ان ,| ۵ - صفر < ۰۰۱ ؟ 


ن > ۱۰۰۱ 


۲۹-۲ : ما هو تعریف ا ا ۱ ؟ تأکد من أنك تشير إلى أن حدود التتابعة 


مه لب ۱ 
تقترب من ۰۱ أى أن | 1 جره م ی ی 
TET‏ 
yT + 5‏ 
تعرف : دلا - ١‏ بانها تعنى أنه 


ره سه مه لا ١‏ 


3 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


١ ۲ 1 1‏ 3 ۳ 
ل 57 الكت اس OE‏ 
ل سه مح س 


لكل عدد حقيقى موجب € 


يوجد عدد طبيعى ن 
بحيث أن 
۳۲ 
هكد - | بح ۲| < € 
١‏ 


الشکل التالى یوضح الرسم البیانی لعدد من حدود التتابعة . لاحظ كيف آنها ترام بالقرب من 
نهاية التتابعة . يمكننا أن نقول أن کل جوار للعدد ۳ یحتوی عددا لا نهائیا من نقط التتابعة . أن كل 
جوار يحتوى جميع عناصر المتتابعة فیما عدا عدد محدود منها 


۲ 
هی 


ده >کن ه | 


١ >‏ ۰ فسيكون من الضروری 8ج هذه ا الطبيعية الاکبر من 


کا 


نهاية السابعة 3 


۳۳-۲ : تعرف نپا 1 - صفر اا تعنی أن 


لہ سه فم مله 
لكل عدد حقيقى ع > صفر 
يوجد ل > صفر 
بحيث أنه 


له > ن س | - صفر | < e‏ 
۳ ۱ 
۲ - ۳6 : أكتب قائمة بعناصر المتتابعة ( - )* 


۱ ۱ ۱ ۱ ره 
د ۱ 


¢ — 
١5١ A 


۲ - ۳۹ : نهاية المتتابعة اللانبائية ( ؟ ‏ (- ج )* ) تساوى ۲ . وحين تقثل هذه المتتابعة بيانيا 
فإن عناصر مدى المتتابعة تكون أكبر وأصغر من :۲ على التبادل » ولکن کل حد یکون أقرب إلى ۲ 
من الحد الذی يسبقه . فى أى جوار للعدد. ۲:یوجد عدد لا بای من حدود المتتابعة » وكل جوار 
للعدد ۲ يحوى جمیع عناصر التتابعة .فيما عدا عدد محدود منها . أكتب قائمة بعناصر التتابعة 


١ 
)۲۲-(-۲( 
2 OS لال ی و اك‎ VY o 
ليث 6 : ¢ ... 8 یلم‎ 4 a لام سام سد ع‎ 
0 Tw 060 ۱۱: AE ۲ 
رده + ۱) له‎ ۳ 
لاحظ أن : ۲ كك موي بو‎ 
۲ 3 
E E 1 
a ویس سس سس سرت ]61995957 یمیت‎ 
۲ نه - ۱ لد ۳ نهد ۵ =4 وه‎ 
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۲ - ۳۷ : تعرف ییا ( ۲ - د ج = ۲ بأنه 


لكل عدد حقيقى موجب € 


بحيث أن 
١ 0‏ رده 
ده > ن = | 7 اا 
۲ - ۳۸ : أكتب قائمة بعناصر التتابعة ( ۲( 
ODE ODN EE SE‏ 
7 1 


١١ 4‏ 0ه 


۰ - ۳۹ : مثل بيانيا الحدود الستة الأولى من حدود التتابعة نب + (- )*) على خط الأعداد 
التال : 


الرسم البیانی مائل للرسم الوجود فى ۲ - ۳۵ فیما عدا أن نقطة الرکز تکون عند ۲ . 
۰-۲ :ما هی ییا (۲ + د ¢ ؟ 
۲ - ۶۱ : أكتب قائمة بعناصر المنتابعة ( ۳ - )۳ ) . 


لہ 
O. EYNL.‏ 


۸ 


۱ 


° 
۲ 


يمكن کتابة الحد العام بصور مختلفة : 


نهاية المتتابعة 1 1 


؟ - 4۲ : ما هی نهاية ( ۲ - (1)” ) عندما تتزايد ده بلا حد ؟ 


9 4۳ : ماهو تعريف ییا (۳۲-*) = ۲ ؟ 
تعرف ميال ( ۳ - (*) = 8 بانها تعنى أن 


لكل عدد حقیقی موجب ۶ 
یوجد عدد طبیعی ن 


بحيث أنْ 


له > ن = |(۲- 0 - |> 


۲ - 6 ۶ : ما هی أصغر قيمة يمكنك أعطاءها للعدد ن لضمان أن جميع حدود ( ۳ - (2) ) بعد 
الحد رقم ن ستکون آقرب إلى ۳ من ۳,۰۰۱ ؟ أرشاد : ۱۰۲ = ۱۰۲4 ۲* = ۵۱۲ . 


ن = ۱۰ . لأن له > ۱۰ |(۳- ۲ - | < ۰۱ وه 
۲ - ۶۵ : عرف التقریر « ل تکون نباية التتابعة اللانهائية ( حر ) حين تزداد ده بلا حد » 


تعریف ۲ - ۳ : 
يعرف التعبير نبوا ح. = ل بانه يعنى أن 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد طبيعى ن 
بحیث أن 
له > نا | ج - ۱ < 6 


الباب الثالث 
الاتصال 


ّنا فى الباب الأول أنه عند دراسة الاتصال فإننا نهتم با إذا كانت الدالة ترسم النقط القريبة من 
بعضها البعض ف المجال إلى نقط قريبة من بعضها البعض ف المدى . إننا نقول أن الدالة د متصلة عند 
نقطة ح فى مجالما إذا وفقط إذا كان 
لكل جوار للنقطة د ( ح ) نصف قطره € 
يوجد جوار للنقطة ح نصف قطره ق 
بحيث أن 
لكل نقطة س فى مجال د أ 
اذا كانت س فى جوار للنقطة ح نضف قطره 8 » فإن د ( س ) تكون فى جوار للنقطة د (س) 
نصف قطره 6 . 
يوضح شكل ۳ - ۱ هذا التعریف ‏ الذى يوحى لنفس لعبة الهاجم والدافع التى لعبناها فى 
الباب الثانى . يطلب المهاجم قربا قدره ع من القيمة د ( ح ) » ويجيب المدافع بعدد 8 بحيث ترسم 
جميع نقط مجال د الواقعة فى جوار للنقطة: ح نصف قطره ة إلى الجوار المعطى للقيمة د ( ح ) الذى 
نصف قطره 6 . 
إذا امكن ايجاد و فإن المدافع یکسب ‏ وتكون الدالة متصلة عند ح . 


بحمم چم 
> ۷ 
سا n‏ 
2 4 


جوار لنقطه د (ح) نصف قطره © 


جوار للقطة ح نصف قطره 8 
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سنستخدم الاصطلاح « جوار » لمجموعة » تسمى أيضا فترة مفتوحة أو كرة مفتوحة أو قرصا 
مفتوحا » ونحن نفضل الاصطلاح « جوار » » لانه يحمل ضمنا المعنى الحدسى لمفهوم القرب . 
فحين يعيش شخص بالقرب منا » نقول أنه يعيش فى جوارنا . إذا كانت س نقطة بعدها عن ب أقل 
من 8 فسنقول أن س تنتمى لجوار للنقطة ب نصف قطره 8 . فإذا كانت المسافة من س إلى ب أقل 
من ۲ مثلا » فسنقول أن س تنتمى لجوار للنقطة ب نصف قطره ۲ ونرمز لهذا بالرمز 


س 3 جم( ت). 
٥ ۳‏ 
۹ = م أ 
لد اما < مج | 
سسسب م e‏ 
٤ ۵‏ ۳ ۲ ۱ ۰ 
ئ 
6( <|س‌۱۱< س < ۱۳ 
١ ۲ ۳ ٤ ۳‏ 0 
(ب) 
)سا < س < | 
٥‏ ۰ .۲۰۰ ۲ ۱ ۰ 
رح 
شكل ۳ - ۲ 


د 


شكل ۳ - ۳ 


شکل ۳ - ۲ يبين فلة من الجوارات للنقطة ۲ ۰ وهی عبارة عن فترات مفتوحة على حط الأعداد 
الحقيقية . الجوار الأول للتقطة ۲ ( شکل ۳ - ۲ ) تصف قطره ل ویتکون من جميع الأعداد 
الحقيفية الواقعة بين ج  »‏ . تكتب هته العبارة زمزيا على الصورة : 


ج 0 [ی | <س <چ ] 
۳ 


وتقراً « جوار النقطة ۲ الذی نصف قطره نصف هو مجموعة جمیع النقط س بحيث تکون س 
أكبر من 5 وأقل من ج » اع الم ولو مار 


الا تصسال 1۷ 


فى شکل ۳ - ۲ ناء الجوار ج, (۲) هو اجموعة [ س|1< س < ۳) أى مجموعة كل 
س بحيث تقع س بين ۰۱ ۳ . واذا كانت س فی ‏ (۲) ۰ فان اس - ۱۲ <۱ . 


فى شکل ۳ - ۲ حء الجوار ع (۲) هو المجموعة [ س | + < س < ج | » 
۲ 


ك 


سن 3 (۲) حه اس - ۷۲۳< . 


على خط الأعداد الحقيقية يكون ج, (ب) جوار النقطة ب الذى نصف قطره 8 ( شكل ۳ - 
#ع . والزء الظلل من خط الاأعداد القيقية ين ت - 8 وان + 8 هو جوار النقطة ت الذی 
نصف قطره 8 . النقطتان ب 8 ب + 8 لیستا عناصر فى الجوار ع (ب) . 


عر (ت) داس إب- ة<س<ب +ة) 


۱-۳ : مثل بيانيا ل (۳) 


٤ 


۳ - ۳ : عبر رمزيا عن الجوار الممثل بيانيا فى الشكل التالى : 
> لهلهم 
0 ¢ ۸+۳۴ ۳ ۸۲ ۲ 5 ۰ 


(MD, 


۳ - 4 : عبر رمزيا عن الجوار المثل بيانيا فى الشكل التالى : 
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۳ - 6 : عبر رمزیا عن الجوار المثل بیانیا فى الشکل التالى : 


د + > د 0 د 6 -* 


(() 2). 


۴ - 5 : تكون الدالة د متصلة عند نقطة ح فى مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل جوار للقيمة د (ح) نصف قطره ع 
يوجد جوار للنقطة ح نصف قطره و 
بحيث أن 
لكل نقطة س فى مجال د 
إذا كانت س فى جوار للنقطة ح نصف قطره 8 فان د (س) تكون فى جوار للقيمة د (ح) 
نصف قطره € . 


س 5 ج,(ح) ج د رس) وج (د(س)) 


۳ - ۷ : أعد كتابة التعريف الخاص بالعبارة « تكون د متصلة عند نقطة ب فى محال د » باستخدام 
رمز القيمة المطلقة للدلالة على البعد . 

لاحظ أن.]| س ب | < 5 تكافء س و ج, (ب) . وبالثل » | د (س) - د (ب) | < 3 
تکافء د (س) 3 ج, ( د سب ) . 


5 تعريف ۳ - ۱ 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب فى مجاها إذا وفقط إذا كان 
٠ -‏ لكل عدد حقيقى موجب ء 
لد يوجد عدد حقيقى موجب ة 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 

| من ]< 8 هم ادرس) - در(ت) اجه 

. وسيكون هذا هو تعریفنا للاتصال عند نقطة فى مجال الدالة . 


الاتصال 1۹ 


تصور غشاء طبلة مصنوعا من ماذة مرنة تتحمل تشوهات قاسية دون أن یتمزق . هذا الغشاء يمثل 
قرصا ثنانی البعد عکننا أن نستحدث عليه تحویلات متصلة عن طريق الاجهاد أو الشد . فإذا رعنا 
منحنی على غشاء الطبلة ثم شوهنا الرسم بشد الغشاء فان التحویل الناتج سیکون متصلا . 


٤ - ۳ شکل‎ 


یوضح شکل ۳ - 4 تحویلا ناشعا عن شد غشاء الطبلة إلى 'العين . النحنی ى هو مجال 
التحويل » والتحنی ى, هو مدی التحویل . ف التحویلات الناشتة بهذه الطريقة على قرصنا ‏ یوجد 
لكل جوار للقيمة“د (ب) ف الدی جوار للنقطة ب ف المجال بحيث أن کل نقطة ف انجال قريبة من ب 
ترسم إلى نقطة فى الجوار العطی للقيمة د (ب) . فى التحویل العطی آعلاه » النقطة د (ب) هی صورة 
النقطة ب وکل نقطة فى الجوار ج: (س) ترسم إلى نقطة ما قريبة فى حدود ع من د (س) . 


والنقطة س تنتمی للجوار ج (س) إذا كانت السافة بين س » ب أقل من 8 . 
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فى التحويل التالى.المصور على غشاء الطبلة ( شكل ۳ - ه ) » ليس صحيحا أن كل نقطة من 
نقط لمجال التى على بعد فى حدود ق من ب ترسم إلى نقطة تنتمى للجوار ج, ( د (ب) ) . أى أنه 
توجد نقطة ح من نقط المجال قريبة من ب فى حدود 8, ولا ترسم إلى نقطة قريبة فى حدود ع من 
د (ب) فى المدى . 


قريبة فى حدود ٤‏ من د (ب) . ويعبز عن هذا رمزيا على الصورة : 


س 3 ج (ت) = د (س) 3 ج ( د (ت) ) » 


وهو مايعنى ببساطة أنه إذا كان البعد بين س » ب أقل من , » فان البعد بين د (س) » د (ب) 
يكون أقل من ع . وحيث أنه من الممكن إيجاد جور ما للنقطة ب نصف قطره 8 لكل جوار للنقطة 
د(ب) نصف قطره ع » فإننا نستنتج أن الدالة متصلة عند ب . 

۳ - ۸ : لتكن د : ح سه ح هی الدالة ( (س ‏ ص) | ص = ۳ س +۰۱ س3 ج ). 


فرض أن التحدى الذى يواجهنا هو ايجاد ۵ تحقق التقرير 


إس ‏ ۲| < 8 س |( ۳ س +۱۷2۱ << 


إذا كانت د متصلة عند النقطة ۲ فانه يوجد 8 كهذه . ولايجاد قيمة مضبوطة للعدد 8 سنبداً 
بالتالى | ۳ س + ١‏ ) - ۷|< ج » ونستعيض عن الطرف الأيمن منه بتعبيرات مختلفة جتى نحصل 
على شىء ماثل للمتقدم » | س - ۲ | < 8 . سنسمی هذه العملية استکشافا » وذلك لأسباب 


۶ رس +۱ ۲<۱۷۲ 
ت :| * س - 1 < 


مخ ۰ ۳ | ا | 


عم صا 


والان إذا اخترنا 8 - ج فان التقریر (5) یکون مطابقا للمتقدم | س ۲| < 8 . وبالتالى 
نستطیع الآن إثبات أنه إذا کان س 3 ج (۲) فان د (س)3 ج, (۷) 


۲ 5 


, الاتصال ۱ 


لقد بینا أنه إذا كانت س على بعد فى حدود ‏ من ۲ ۰ فان ۳ س + ۱ تکون على بعد فى حدود 
+ من ۷ . آوجد قيمة للعدد 8 تحقق التقرير 


اس |< = |ر۲ س ١+‏ -۷|<ج. 


07 < حل . وقد تم إيجاد هذا الحد العلوى للقم التى يمكن أن تأخذها 8 بالبدء بالتالى 


اسن ۱ - ۷| < للع والتعديل فيه حتى الحصول على تقرير مشابه للمتقدم 
| س -۲ | < 8 . ۱ 
استکشاف : 
8 : |(“ س + ۱)-۱۷<< 


ت :۲۱ س - ]<< 
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وعلى ذلك » فلو فرضنا آن"8 هی أى عدد حقیقی موجب اقل من أو یساوی سل » فإنه يمكننا 
اثبات أن 


| س - ۲ | < 6 ڪ وى عا يو ا 


4-8 ماھی قم و االتى تحقق التقزير 


ای ده رم سجن جر 


oT >o 


استكشاف : 
م ETE N‏ 
ت :| ٣‏ س د .,..١<|‏ 
ح : ۳ | س = .,.١<|١‏ 
۶ :| س = |< ۳۳ 
لاحظ أن الخطوة ( ح ) لا تؤدى إلى الخطوة رى لأن ۰۰۳۳ > لز . ومع ذلك » فإن 


(ع) تؤدى إلى ( ح ) بالفعل » وهذا هو المهم فى إثبات أن 
| س = ۲ |< ۱۳۳ SN Eli‏ او 


البرهان : 
1۹:س — ۲|< ۰,۰۳۳ 


: ۲| س = ۲ |< 


STE 


مح o‏ موم 


:|( س + ۱ و 


وبهذا نرى أنه كان يمكننا اختيار أى عدد أقل من ا . إن 8 = ٣٥٠٠و‏ أو 
٠,۰۰۰۱ - 8‏ أوة -4...,. هی بعض من العدد اللانبانی من القم التى يمكن أن تأخذها ۵ . 
ومن المهم إدراك آننا نبحث فى الاستكشاف عن خطوة تالية سوف تؤدى إلى الخطوة السابق كتابتها 
فعلا . وهناك عادة عدد لانهانی من الامكانات للخطوة التالية » ولكن واحدة أو تین منبا خسن 
الحظ أكثر وضوحا من بقيتها . 


or الاتصال‎ 


إذا كانت ( ح ) هی ۳ | س = ۲ | < ۰,۰۱ فإن 
و اسه esl‏ 

تكون مقبولة ؛ وكذلك أيضا 

:اس ۲۱۲ 

ولکن التقریر (ه) الذی يبدو طبیعیا أكثر من غيره هو 
ک: اس = ۲ |< ۰,۰۳۳ 


من الهم أن ك م ح ء ولكن ليس من الضرورى أن ح © 5 : 


۴ - ۱۰ : أثبت أن الدالة [(س » ص) | ص = ۳ س + ١‏ » س و ح ) متصلة عند النقطة ۳ 
من مجالها . 
إن هذا هو أول برهان يطلب منك کتابته » ولذا فعليك أحذ هذا الاطار بمنتهى الجدية . يجب 
عليك مراجعة التعريف الموجود فى الاطار ۳ - ۷ وكتابة استكشاف قبل محاولة البرهان . ومن 
فضلك اعتبر أن هذا الإطار تحديا أكثر منه عائقا مستحيلا . 
يجب أن نثبت أن 
لكل عدد حقيقى موجب » 


يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


لكل س ف مجال («س ‏ ۳ س + ))١‏ 
اس - ۲ |< هه ارس + ۱۰-6 < 3 


استکشاف : 
۶ ا(٣‏ س + )۱ج 
تا من اس 9 | ><> 6 
۳ 
هذا التقریر الاخیر هو ببساطة المتقدم 
| س س ۳ |< وإذا كانت ۵ < ع 
إثبات أن الدالة | رس » ص) | ص = ۳ س + ۱ ۰ س دح متصلة عند النقطة ۳ فى مجافا : 
أ لأى ء معطاة » |ختر 8 = ج . 
۲ : إذا كان | س س ۳ | < ۵ فإن 


۰ اس ۳< 
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<| ۹ س-‎ ۳|: ٤ 
> < |) ی ع‎ ۳ ۵ 
: وبذلك‎ 
اس ]جارس :| جر‎ ٩ 


۳ ۱۱: آثبت أن د = |( س » ص) | ص = 8 س +۰۱ س وح ) تکون متصلة عند ١‏ . 


يجب أن نثبت أن 


لكل عدد حقيقى موجب © 
یو جد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى محال (س» ۳ س + ))١‏ 
اس ۱۱< و ا(۲ یس +۱ - ده 


استکشاف : 
ان ]ده 
ت :|۳۱ س ۳] < e‏ 


:اس اد 


البرهان : 
١‏ : لأى ء معطاة اختر 2-8 
: إذا كان | س ١‏ | < 8 فان 
۰ 3 
010 ۳ 
٣ :‏ | س |> € 


اا يد يد € 


مح مت الحم MM O‏ 


3 عام اانه‎ FS E 
وبذلك‎ 


م ل خم eg‏ 


< 


طيقا عر ۴ ت :1 يكرن: هذا برها غل أن هثم الدالة ما نه اق ى ان 


oo الاتصال‎ 


۱۲-۳ : آثبت أن د = |.( س » ص ) | ص دس" اس ۶ س وج | 
تکون متصلة عند ۳ . من الهم أن تتذ کر دائما أن الاستکشاف لیس برهانا وانما بحث عن نقطة 
بداية للبرهان . إذا كانت لدینا خطوة فى الاستکشاف : 


:| س || س ۳] < ع 


فان الخطوة التالية هکن أن تکون أى تقرير يمكنه أن يؤدى الى أن | س | | س - ٣‏ |< غ 540 
وإذا قيدنا قم س لتلك التى تنتمى إلى جوار نصف قطره ١‏ للنقطة ۳ » س 3 ج (۳) + فان e‏ 
۲ <' س < ٠ ٤‏ | س | < ؛ . وبالتالى ينتج أن : 


ې 6 ]شرت ۳ | E>‏ 
يؤدى ال (ح) . وکذلك ستفعل 
ء : ه |س - ۳| < ع 
آو 
و : ۱۰۰|س ۳ < ع 


يجب أن نبين أنه 
لكل عدد حقيقى موجب 5 
یو جد عدد حقيقى موجب ê‏ 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


€ | E - و)‎ TD | ك‎ ê < |٣ اس‎ 


۲ :1( س e< |) ) ٤س ٣‏ 
ت : | س٣ ٣‏ س| <> € 
:| س || |< 2 
٤: ۶‏ | س٣‏ |< إذا كان مس وج () 
ه :| س ٣‏ |< 

فى الخطوة (ع) نستطیع التعويض بالقيمة 4 بدلا من | س | لأنه إذا كان س 2 ج, (۳) ء فان 
| س | لن تكون أبدا أكبر من > . ويجب أن نعوض بأكبر قيمة بمكنه للعدد | س | لأننا نرید من (ع) 
أن تؤدى إلى (ح) فى البرهان . 
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البرهان : 
یمطاف هی ۾ مساوية للأصغر من £ ۰ ١‏ ؛ : أى اخترة = أصغر | ع ؛ ١‏ ] » آی 
آن و تساوی أصغر العددین ع » ۱ . 
۲ إذا كان | س - ۳ | < ففإن 
۱ ۳:س ۶<|]۳. اس ۳ <۱ 


EES‏ ]نس ی بحا ی ودر 


:| س ]|> ۲e‏ >س<>4 
1 | س ؟|<ءء |س|<؛ 
بت ۳ ا € 


نظا لأن ‏ تنص على أن | س | ٤<‏ »فان ٤‏ | سن ۴| < » يؤدى إلى | س || سن -- ۲ ٠<‏ 
۸ :| س'- ٣‏ س|< e‏ 
۹ر( س ٣۳‏ سے٤‏ )د( |< » 
إذن 
۰ اس - ۳۲| < و = | س' ب ۳ س-4) (؛)|< »ع 
تبین الخطوات من ۱ إلى ۱۰ أنه 
لكل عدد حقیقی موجب © 
یوجد عدد حقیقی موجب 8 = آصغر | ۶ ۱) 
بحيث أن 
لكل س فى مجال رس » س ۳ س د ٤‏ ) ) 
اس ۳| < و > رس" ۲ س :) )| < e‏ 


وهو التقرير الذى يعنى أن |( س » س ‏ ۳۴ س د 4 ) ).متصلة عند ۳ . 


۴ - ۱۳ : أثبت أن د = [( س » ص ) | ص = س" ‏ ۳ س ل 4 » س 3 ح.) متصلة عند 
۲ 
يجب أن نبین أنه 
لكل عدد حقيقى موجب € 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


لكل س فى مجال د 


o¥ الاتصال‎ 


أت-١|<ةء‏ |( س٣‏ س )ماج 
استکشاف : 

سس 4) يق | ده 

ب :| س ٣‏ س +؟|<» 

ی 


زاس ۱ || س ۲  <‏ 


ينا 


:© ماس ؟ [ا< © إذا كنك ور 


لحت 


فى الخطوة (ع) عوضنا بالقيمة ۲ بدلا من | س  ١‏ | لأن | س  ١‏ | لن تكون أبدا أكبر من 
۲ إذا كانت س تنتمى لجوار نصف قطره ١‏ للنقطة ۲ . وبعبارة أخرى نقول أنه إذا كانت 
<١‏ س < ۳ . فان صفر < س ۱ < ۲ . 


۰ 1 یه 
د 8 5 مب ۰ 
س 
er E‏ 


إننا لا نصر على أن (ح) تؤدى إلى (ء) ولكن على أن (ء) لايد وأن تؤدى إلى (ح) . وإذا كان 
المقدار « الكبير » ۲ | س ‏ ۲ | أصغر من + فان المقدار.؛ الصغير »| س  ١‏ || س - | 
يكون أصغر من © . 


البرهان : 


اه 


: فى مقابل » معطاة اختر 8 مساوية لأصغر العددين ع » ١‏ » أى 8 = أصغر | ع .]١‏ 
: إذا كان | س ‏ ۲| < ق فإن 

:ی ۲ < + اس - ۲ | . 

: ۲ | س ۲ اه 1۲< س<>۲+\ 


۲<١  س صفر.<‎ » e < |۲ س‎ | ۲ : 


مح e“ o‏ اله ا هم 


: ۲ |س- ۲|< ESSE‏ 
نظرا لأن (5) تقرر أن | س ‏ ۱ | < ۲ ۰ فإتنا نستطیع التعويض بالمقدار | س ‏ ۱ | بدلا من 
۲ فى ۲ |س - ١‏ | .< »»ء لان التعویض سیجعل الطرف الأيمن من التباينة أكثر صغرا . 
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< 


یا | اا 3 


> 


SEATE 


طقل 


:|( س ۳ س ٤‏ )= )|< ۰ 
ا إذن 


:| س ۲ |< ةع |( س۲ س )اد 


۱ ۳ - ۱ : إذا أعطيت © مساوية للمقدار ۰,۰۱ » فأى قيمة للعدد 8 يمكنك أن تختار لضمان 
. تحقق الشروط الواردة فى ۳ - ۱۳ ؟ 
و < ه..ری لان لل = ه..,. لاحظ أن 
ان ۲ < هر > اد(س) در( اه 
اختبار : لتکن س = ۲,۰۰6 . عندئذ | ۲,۰۰۵ ۲ < هر 
|[ (۲)۲,۰۰4 س ۲۱۰۰۵(۳) £ ]شاعم | > 4۱۱رد < ا 


۱۵-۳ : أثبت أن ((س ‏ ص) | ص = س" - س- ۱۲ س و ح] متصلة عند ه 
يجب أن نبين أنه 
لكل عدد حقيقى موجب € 
يوجد عدد حقيقى موجب و 
بحيث أن 
لكل س فى مجال | (س » س" اس ۱۲) ) 
اس ها < هو ج ارس -س- ۱۸-0۲ e<‏ 
لتوفیر الوقت » سنستغنی عن الاستکشاف ونعطی البرهان مباشرة . ویستطیع الطالب اکتشاف 
استکشافنا بمتابعة خطوات البرهان بترتیب عکسی . 
البرهمان : 
١‏ : لكل ۰٠‏ اختر و = أصغر ےگ ۰ ۱ أى مساوية لاصفر العددین ‏ » ۱ 
۲ : إذا كان | س - | < 8 فإن 
۳ اس |< گك »اس ]| ١<‏ 
4 


: ۱۰ | س ه|<هم.ءه ‏ من <ه+١‏ 


o 


۲ < <س +؛‎ <e > |o | <: 


کے 


SS EES le سید ۵ اج‎ 


الاتصال ۹ 


بوضع | س + 4 | بدلا من ۱۰ فى ٠١‏ | س - | < ۶ نحصل على 
۷:س + + || س ە|< : ۱ 
ی حتف 0 ج 
]وى ده ايت سر 

٠ إذن‎ 


]| كيه اجن و اقفن" حسمن مده یت | دده 


۲ - ۱ : أثبت أن ( (س » ص) | ص = س" + ۸ س + ۰۷ س ود ح ] متصلة عند - ۷ 


لكل عدد حقيقى موجب € 
يوجد عدد حقيقى موجب ê‏ 
بحيث أن 
لكل س فى جال (س » س" + ۸ س + 7) ) 
اي( < 8 ع إرس+مس+/م) صفر | <ء 
باستكشاف مشابه للبرهان التالى بترتيب عكسى » وجدنا أنه لو اخترنا 8 مساوية لأصغر 
العددین ع » ۱ فان التقرير المذكور أعلاه يكون صحيحا . 

البرهان : 


۱ لكل ۾ » اختر 5 = أصفر م۰ .)١‏ 


۴ : اذا کان | س س (-۷) | < 8 فان 

“ناس - )|< .اس وم | < ١‏ 

٤‏ :س + ۷|< »۷-< س<۷+\ 
۵ : ۷ اس + ۷ | عع لا <س+ |< ەه 
E ASS SS‏ >۷ 
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با 


إذا عوضنا بالقدار | س + ۱ | بدلا من ۷ فى ۷ | س + ۷| < ٠٠‏ نحصل على 
۷ س + ۱||س + ۷۲| e>‏ 
۸س۲ + ۸ س + ۷). صفر] < ع 
٩‏ : إذن » فقد أثبتنا أنه لكل ٠‏ » إذا اخترنا 8 - آصغر | ع ١١‏ )۰ فان 

اس = (-۷) | < 8 = | (س' + ۸س +  )۷‏ صفر]<ء 


۴ - ۱۷ : أى قيمة للعدد ۾ يمكنك اختيارها لبيان أن 


۷۷ 
| س | < وه = | (س' + ۸ س +۷ - صفر| < سل ؟ 
۷۷ 
5١ |‏ 1 ۱ 
سم لا ا 
و 2 ۲ .۲ ۲ 


قد تبدو بعض الاستکشافات غامضة أو خادعة للقاریء الذى یکتشفها لأول مرة . تذ کر دائما 
أن الاستكشاف يبدأ بالتباينة | د (س) ‏ د (ح) | <؛ع ؛ وبالتعويض بأى قيمة أو صيغة تجعل 
الطرف الأيمن من التباينة أكبر من أو یساوی قيمتها فى الخطوة السابقة » نصل فى النهاية إلى المتباينة 
| س - ح | < و . تذكر : خطوات الاستكشاف هی خطوات البرهان بالترتيب العكسى . 
البرهان يكون دائما برهانا شرطيا يقرر أنه إذا كان | س ‏ ح |< 8 


فان | د (س) س د (ح) | < ع 


رد شن “سد 
۱۸-۳ : اليك آن د - ۱ (س ‏ ص)اص - که فته وين وج س ۲۶ 


س + ۲ ] متصلة عند ۳ . ا 
يجب أن نبين أنه 


لكل عدد حقيقى موجب € 
يوجد عدد حقیقی موجب ق 


1١ الاتصال‎ 


بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
سے 
ا و 
بن بارع 
لقيمة معطاة للعدد ء » يمكننا ايجاد ة بالاستکشاف التالى : 
استکشاف : 
اع ور بت 
a. |: ۶‏ د 
شا ° 
ن :+ © س د و 
( س ۲ ۲) (س س )٣‏ 6 


ا 3 | 7 
۱ °( س ۲ ۲ ) 7 
٣|.‏ س 


: | | < ه ع 
س + ۲ 


اب 


ھ: | چا | ده که ی وج م 


ون 


من الخطوة (ه) ‏ إذا قیدنا ة بقيمة قصوی مقدارها ۱ [ ما جعل س د ج (۳) ] » فان 
۲< س < 6 ٤‏ < س + ۲ < + وبذا فان | س + ۲| < 4 . إذن » فالخطوة (ه) » 


لسكا دزم E SS‏ > ویصبح الاستکشاف 
٤‏ ان ۲| 
بالترتيب العکسی برهانا . 


البرهان : 
لين ب مه 8 = آصغر | ۲۰ ۰.1۱۰ 
۲ : إذا كان اس ۳ | < 5 فان 
]اس عام | ره | نوك ]۱ 


۽ سح ۱۲ <ع.)+ <١‏ س < م ١+‏ 
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1 |٣ س‎ | 
"> ۲ + ۶ دح‎ +.:.08 
۱ TF OTO) 

TGS 5 8 5 8‏ > و وعم كم 


ار میس الاك الأعن مق ا امنهر : e‏ 
TT‏ 
۰ 5 ۰ س + ۲| 
۱ + ۱۵ - 
50ت ۱۰ - ٦‏ س س ۱۲ کچ 
9 
۵ . س + ۳ 5 
eel‏ حل 


: 3 رز‎ 
5 RE 


اس الس سا 


(ذن الكل » وجدنااه - امقر ۱ ۲۰ ۰۶ ۱ محیث آن 


درس عا 
اس ۱۳<ه ساك e> | E‏ 
تا 


وهذا هو کل الطلوب من الدالة لتکون متصلة عند النقطة ۳ . 


۱٩ - ۳‏ : إذا أعطينا ع = ۰۰۱و فأی قيمة للعدد 8 ستضمن أنه اذا کانت سدع ۳ 


» فان د (س).< ج (2) وذلك للدالة فى الاطار ۳ - ۱۸ ؟ 


و 5 8 < ۰۲و 


AE Se 
ل نا ا ن » ص) | ص - کے سجن‎ : ۲۰ - ۳ 


0 > س ع ۲ ۰ س چ ۲ 4 
سوج ٠١)‏ 


الاتصال 1۳ 


(0 ۳( 24 3 
° 5 


تل الدذافه ك زاون عن | منت دی دح س +۲ 


س + -۲ ) متصلة عند النقطة-ه,؟ فى مها . 


يجب أن نبين .أنه 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
یو جد عدد حقیقی موجب. 5 
یرد أن “. 0 
لكل س فى مجال د 9 


EE 
€ < و سے ت ددم‎ < | )۲,١ -( = س‎ | 
دا‎ ٣س‎ 
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استکشاف 
۲ 

3 | تحت )| < ء 
۲ ۶ 
3 

نأ 7( وا لودع 


ارس +۲) (س د ۲) 


إذا نظرنا إلى الرسم البیانی للدالة راطار ۳ - ۲۰) » سنلاحظ أن الدالة غير حدودة فى أى جوار 


.. 0 للنقطة -۲ . من الضروری أن لا تکون -۲ ف أى جوار قد نختاره للنقطة - ۲,۵ محققا لقيد متعلق 


بالعدد » . يجب أن نقصر قم س على جوار ما للنقطة - ۲,۵ لایحتوی -۲ وتکون فيه د حدودة . 
" أى نصف قطر أصغر من ج سیفی بالغرض . دعنا نقتصر على س 3 ج, (-۲,۵) وذلك حتی 
نطمعی إلى أننا فى أمان . 0 


إذا كانت ص 3 ج, (<ه,۲) . فان 


١ ١ 
55 ند اسر‎ 
4 < ۲ ۽ < اس‎ 


١ 

اس + ۲|> + 

إذن » فأحد اختیارات (ه) هو 
۲ اس + ,۲| 


ھے: سس <>< عم 
۱ 


3 
لقد كان بمکاننا أن نقتصر على س د ج , (- ۲,۵) . عندئذ 
5,5 < س <= ٤ر٣‏ 
کے ار < اريم ۲ جک کے 
ا 
عندئذ ستكون (ه) 


هھ : مه ۲ س + | > 


€ 


الاتصال 1۰ 
و :| س( ور | <.۲,. > 
ز : اعتر 8 = أصغر ۱ ۶۰,۲ » ۱« ]۰ 


وبعبارة أخرى » يمكننا أن نقيد س بأن تکون موجودة فى أى جوار للنقطة -۲,۵ نصف قطره 
أصغر من ل . سنکمل الاستکشاف والبرهان بالاقتصار على س 3 ج (- ه,۲) . 
5 5 ۰ 


ا تناو 


03 


و:۲|ی و مر اد 


ز :| س مر دش 


ح : اختر 5 = آصفر | 2 + | 

البرهان : 
“١‏ لأى ع | معطاة » اختر و -أصغر | گے › 2 | 
۲ : إذا كان | س س (- ۲,۵ | حر و فان 


۳ اس + ری دش اس + |< 


1 3 4 
۵ مامتا ويه نايا 
13 
امک یج 
1 
معد 
ا 
- ۱,۵ ۲ - ۳ 
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نا عوضنا بالقدار | س + ۲ | بدلا من 2 فى أ" یتک < ., نمصل على 


4 
o + ۲ |‏ 
E‏ 
س + ۲ 
ا € 
س + ۲ 


رم سح رم 
رس ۳ ۲) (س س ۲) 
من" ین كد 
آ٤‏ 
إذن » د متصلة عند -ه,۲ 


< ء س ۲ #صفر (لأن س + ۲) 


550008 


۳ - ۲۲ : إذا اعطينا © = ۰,۰۰۱ فى ۳ - ۰۲۱ فأی قيمة للعدد. 8 ستضمن لنا أنه إذا كانت 
ادجم 9 0,6 » فان د (س) وې )١-(‏ ؟ 


8 < ۰,۰۰۰۱۲۵ . لاحظ أنه عند ۳ فى المجال يمكن أن تكون 8 عشرين ضعفا للعدد ۶ » بين 
عند - ۲,۵ ف المجال يمكن أن تكون 8 الثمن فقط من مقدار + . 


انظر إلى الرسم البیانی للدالة 


+ ڪڪ 
ود یه سكا نز ووو ل صل 
د 


بالقرب من النقطة ۳ (شكل ۳ -5) . ان استکشافنا فى ۳ - ۱۸ ينبعنا بأن قيمة مثل 8 = 
ستضمن أن | د (س) س د (”) | <€ .ذا كانت © = ۰2 فإن و يمكن أن تكون ۱۰ 


8 . وإذا 
.كانت 6 = لل ء فان 8 <1 . 
E ۶۰‏ 
إن 
ETS ۲,۵( 5‏ 
كل ابر 4 4 (۰۳,۵ ت ٤ 0 2 SE‏ 
۳ ۲ 5 نت تر 


د (۳) = ع 


الاتصبال 1۷ 


من الرسم البيانى للدالة بالقرب من.- ۲,۵ (شكل  *‏ ۷) » نجد أن القيد على 8 لقيمة ع 4 ! 
معطاة يكون أكثر تشددا إلى حد بعيد . فحتى مع قيمة كبيرة 6 = ل » تکون القيمة الختارة للعدد : 
et: 59 ١‏ ۱ € ا 
0 هی ل فقط . ومع ذلك » فذا کانت | س - (- *,۲) |< © » فان 


|د (س) د (- )۲,١‏ | < € . 


ا 
۳ - ۲۳ هل لاله دا زوش اص) | عي للحت بس 5 
2 


متصلة عند ۲ ؟ 


لا لأننا عرفنا الاتصال عند نقط المجال فقط ‏ والتقطة ۲ ليست من نقط: نجال د . 


۲ 
۲-۳ : هل الدالة د = ((س » ص) | ص = س ا 


EI 2‏ 35 
س + ؟ | متصلة عند - ۲ ؟ 
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لا . مرة ثانية » - ۲ لست من نقط جال د . 


لقد ناقشنا فى الباب الثانی نهایات التتابعات وأعطينا تعریفا قاد إلى لعبة الهاجم والدافع . وف 
هذا الباب ناقشنا الاتصال عند نقطة وأعطينا تعریفا يقود إلى نفس اللعبة . وحيث أن التتابعة ماهی 
إلا دالة يجالها محموعة الأعداد الطبيعية » فیبدو أنه لو قمنا بتعمم هذا التعریف بالسماح محال الدالة 
بأن يكون کل الأعداد الحقيقية » فربما يكون بإمكاننا أن نضع تعريفا لنهاية الدالة عند نقطة . أن هذا 
" صحیح غالبا » وسوف نضع تعريفا للنهاية يكون مفيدا جدا عند دراسة النقط التى تكون عندها 
. الدالة غير متصلة . 


خلال هذه الدراسة ناقشنا الموضوعات أولا بطريقة حدسية » ثم تقدمنا تدريجيا ببطء إلى مستوى 


الدقة الم لتفهم جلى . وقد استخدمنا مداخل عديدة مختلفة للهایات والاتصال » لأن هذا هو 


اسلوب اللي تطوربهالوضوع انیا . 
فى شكل ٤‏ - ۱ رسنا منحنی الدالة [( س » ص ) | ص اس - س" ] . 


ولکی ندرس سل وکها قرب النقطة ( ۰۳ ٩‏ ) صورنا تكبيرا لجزء المنحنى الواقع فى البرواز اشحدد . 


بالمستقيعات س = ۲ 6 س < 5 + ض = ۱ ۾ ص =۸ ؛ 
و لدراسة سلوك هذه الدالة عند نقط أقرب للنقطة ( ۰۳ ٩‏ ) » فقد قمنا بتکبیر الصورة الکبرة . 


ویوضح شکل ؛ - ۱ آیضا التكبير الثانی » لجزء المنحنى الواقع فى البرواز احدد بالمستقيمات . 
س = ۲,۵ ۰ س = ۳,۵ »ص = ۰۸,۲ ص = ٠. ٩,۷۹‏ واذا واصانا عمل عملية التکبیر للمنحنی ‏ 
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حول رأس القطع الكافء » فإننا ستقل الكثير من نقط الدالة » ولكن كل برواز سيحوى كل نقط ادا 
المعرفة لنقط جوارما للنقظة ۳ . وهذا يماثل القول بأن س س ن " تقترب من القيمة ٩‏ عندما تقترب س 
من القيمة ” » الذى سنعبر عنه رمزيا على الصورة : 
( اس اس" ) سه ٩‏ عندما س نے ۳ 


وإذا اعتبرنا أن ارتفاع البرواز هو ۲ 6 وعرضه ۲ 8 » کا هو موضح فى شكل ٤‏ - ۲ . فان 
القول بأن كل برواز حول رأس القطع المكاء يحوى جميع نقط الدالة فى جوار ما للنقطة ۳ يكاىء القول 
بأن الدالة متصلة عند النقطة ۳ فى عاضا . وف الحقيقة فإن بعض الكتب تعرف الاتصال عند نقطة على 
هذا النحو فقط . 


ر شکل ٤‏ ۲) 


تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب ف مجاها إذا وفقط إذا كان لكل عدد حقيقى موجب 3 
يوجد عدد حقیقی موجب ة بحيث يمكن رسم برواز إرتفاعه 6۲ وعرضه ۲ 5 ومركزه النقطة 
( ت »د ( ب ) ) وبحيث یکون منحنى الدالة فى الفترة رب ب و > ك + 5 ) مجموعة جزئية 
من داخلية البرواز 


الاي ب وه منحنى الدالة يدخا لاب الل الى ات سوم ديه 


الپایات ۷۱ 


وهذا التقاش عن البراویز والنبايات قد يبدو غير لازم » حيث آننا قد استخدمنا بالفعل لغة € ۰ 8 
فى تعریف الاتصال والتى تبدو كافية لوصف سلوك الدالة ٦س‏ - س" ف أى برواز . ولکن إذا اعتبرنا 
نهاية الدالة ` ۱ 

3 1 ا ل آن 
|٥‏ ۱ = لت ع ۳ 
| قا لاس ؛ ص ) | ص > سيد > بن | 

عندما تقترب س من ۳ ؛ فاننا نلاحظ أنه من غير المعقول مناقشة القيمة د ( ۳ ) حيث أن هذه الدالة 
غير معرفة غند النقطة ۳ . ٠‏ 

إن تعريفاتنا للاتصال يمكن استخدامها لنقط مجال الدالة فقط » وغذا فان هذه التعريفات لا يمكن أن ' 
تكون الوسيلة الملائمة لمناقشة سلوك الدالة د حول النقطة ( ۰۰۳ ) . 


> 
3 


هج > عه © ANA‏ 


۱ 


رشکل 4 - ۳ ) 


التكبير الأول يقع ف برواز محدد بالمستقيمات س = ۲ » س = ٤‏ » ص = ه »ص = ۷ . كل 
التكبيرات تبدو من حيث الشكل ماثلة لشكل التكبير السابق وهذا التمائل متعمد لتبيان أن النقطة التى 
استبعديت ليس لها عرض . وبعبارة أخرى » مهما كان عدد التكبيرات التى نقوم بها لهذه الدالة المعينة » 
فان الصورة الناتجة ستبدو ماثلة » لأن الخطوط ليس ها عرض والنقط أيضا ليس لما بعد . 

لیکن ارتفاع برواز 6۲ وطول قاعدته 8۲ . من الواضح أنه لأى قرب قدره ‏ من العدد 5 فى 
الدی يمكن اختيار 8 = € كقرب قدره 8 من العدد ۳ فى اجال ؛ واذا كانت س تنتمى لجوار للعدد 
۳ نصف قطره .و ولكن س ۶ ” » فان د ( س ) ستنتمى لجوار للعدد ٦‏ نضف قطره ع 
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وهذا سیکون تعریف أن « الدالة د :متصلة عند النقطة ۳ » إذا كانت ۳ تنتمی ال الدالة د . 
باضافة النقطة (۳ 5) إلى الدالة د نحصل على دالة جديدة م = ((س » ص) | ص- س + ۳ ) 


عبد القن ن عاف دان کت( بت ۳ ده در هی التی آوحت 


ينا ادال ديد م حيث أن إذا كانت س ٣‏ فإنا نستطيع قسمة کل من البسط والمقام على س - ۳ 
ب اجهل عل أن اکسر يساوى حقيقة س + ۲ عند یم النقط على خط الأعدادالحقيقية فا عدا عند 


9 . ولیس من الضرورى أن تنتمى النقطة ( ۳ » 5 ) للدالة د لكى يكون للدالة د نهاية عند ۳ » ولكن 
I‏ م » التى. تحتوى على النقطة ( ۰۳ ” ) متصلة عند ۳ . 


وبعارة حرق ؛ إذا أمكنا تحويل الدالة د إلى دالة متصلة مى بإضافة النقطة  »  (‏ ) فإننا نقول أن 


٠ ۱‏ ونستطيع أن ننص على هذا كتعريف للنهاية : 
. يكون العدد الحقيقى ل نهاية د ( س ) عندما تقترب س من ب إذا وفقط إذا كان هناك دالة ى 
تساوی د عند جميع نقط مجال د فيما عدا عند النقطة ب , والنقطة ر ب , ل ) تنتمى للدالة ع 
والدالة عم متصلة عند النقطة ب . 


هھ < کک عد إن احم چ بهد اها 


البايات ۷۳ 


اعتبر الدالة ع =( س » ص ) | ص = ٦س‏ - س" عندماس < اط د قل ا 
)٩ ۰ ۳ (‏ . 

لاحظ أنه سیبدو أن بعض نقط الدالة ع الواقعة على يسار النقطة ( ٩۰۳‏ ) ستکون فى کل برواز » 
ولکن نقط ع الواقعة على يمين النقطة( ۰۳ ٩‏ ) لن تنتمی لای من البراویز الصغيرة . ولیس من 
الصحیح أنه باضافة النقطة ( ٩۰۳‏ ) الى ع سنحصل على دالة متصلة عند ۳ . 

وطذا فإننا لا نستطیع القول أن ٩‏ هی نهاية ع ( س ) عندما تقترب س من ۳ . وسنوضح فیما بعدم 
أنه یکن القول أن ع ( س ) تقترب من ٩‏ عندما تقترب س من ۳ من الیسار . 


ها <7 < 74 © مه مت بهم 


5-6 


رشکل ٤‏ -ه) 


وإذا رسمنا عددا من البراويز حول النقطة ( ۳ ۱۰۰ )( شكل 4 - ه ) » فإن كل برواز يحتوى على 
نقط من ع واقعة على يمين النقطة ( ۳ » ٠‏ )» ولكن البراويز الصغيرة لا تحتوى على أى من نقط ع : 
الواقعة على يسار النقطة ( ۰۳ ٠١‏ ) . ومرة أخرى لا نستطيع تحويل ع إلى دالة متصلة عند ۳ بإضافة 
النقطة ( ۳ » ۱۰ ) . وغذا فإننا لا نستطيع القول أن ۱۰ هی نهاية ع ( س ) عندما تقترب س من «٣‏ 
ولكننا نستطيع القول أن ع ( س ) تقترب من ۱۰ عندما تقترب س من ۳ من امون . ' 

إذا كانت ل نهاية د ( س ) عندما تقترب س من ب من اليسار وكانت ل کذلك نهاية د ( س ) 
عندما تقترب س من ب من العين » فإننا نستطيع تعريف دالة جديدة عمف تساوى الدالة د عند جميع 
النتقط فيما عدا عند النقطة ب و تساوى ل عند النقطة ب . وحيث أن هذه الدالة الجديدة ی متصلة 
غند ا فول ان کا درس ات لو ۱ 

س سه ب 


Y٤‏ الہايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ومن الواضح أن نهاية الدالة يمكن أن تكون موجودة عند نقط لا تنتمى لمجال الدالة » ولكن هذه 
النقط لابد وأن تكون قريبة جدا من امجال بحيث أن أى جوار لنقظة منها لابد وأن يحتوى على عدد لا نما 
IED‏ 

: ۱ - ٤ تعريف‎ 

يقال أن النقطة ب نقطة ترام جموعة جزئية س- من الأعداد الحقيقية إذا وفقط إذا كان أى 
جوار للنقطة ب يحتوى على نقطة من سح مختلفة عن ب . 


من الوهلة الاولى ربما يعتقد أن هذا التعريف لا يتطلب أن يحتوى كل جوار للنقطة ب على عادد 
لا بان من عناصر س-.ولکن إذا كان جوار ما للنقطة ب يحتوى فقط على عدد نا من عناصر سح 
فإن النقطة الأقرب من هذه النقط تكون على مسافة و من ت . وبالتال فان الجوار ج, (س) لا 
يحتوى على أى عنصر من عناصر سرح . ولكن هذا يناقض الفرض أن ب نقطة ترا للفعة سس وبالتالى 
فإن أى جوار للنقطة ب لابد وأن يحتوى على عدد لا نهاثى من عناصر س 


(شكل 6 - ۰ ) 


فى شکل >  -‏ مثلنا بیانیا دالة معرفة على الفترة من صفر إلى ۱ . لتکن 


هر ) | ص = س + ١‏ »س .][١١٠١]‏ 

نقط التراكم جال الدالة هما النقطتين صفر » ١‏ » وكل النقط الواقعة بين صفر وواحد . النقطة + 
ليست نقطة تراك مجال الدالة د لأن جوار النقطة > الذی نصف قطره ١‏ لا يحتوى على أى نقطة من نقط 
مجال الدالة د . 


Vo النبايات”‎ 


تعريف ٤‏ - ۲ : 
یکون العدد الحقيقى ل نهاية د ( س ) عندما تقترب س من نقطة التراع ب مجال الدالة د إذا 
وفقط إذا كان 
لأى عدد حقیقی موجب € 
یوجد عدد حقیقی موجب 5 
بحیث أن 


لكل س فى مجال د 
اذا كان ۰ < | س - ب | < و > فان | د رس ) - ل | < ع 
هذا التعريف للنهاية يبدو وكانه يشبه إلى حد كبير تعريف إتصال الدالة عند نقطة ما ب » ولكنه 
يختلف عنه فى ثلاثة أماكن : 
١ (‏ ) بيغا يكون الاتصال معرفا على جال الدالة » فإن النهاية تكون معرفة عند نقط تراك مجال الدالة . 
( ؟ ) ف تعريف الاتصال ستسمح المتبايئة | س - ب | < 8 للمتغير س أن يأخذ القيمة ب » ولكن 
فى تعريف النهاية لن تسمح التباينة ٠‏ < | س - ب | < 8 للمتغير س أن يأخذ القيمة ب . 
(۳ ) فى تعريف الاتصال يكون | د رس ) - د رب ) | < ع » ولكن حيث أن النهاية معرفة 
أيضا عند نقط لا تنتمى ال الدالة فإننا يجب أن نعوض بالعدد ل بدلا من د رب ) ف 
| درس ) -درت | <ع. 


تعریف ۳ - ١‏ ( معاد ): 
تکون الدالة د متصلة عند النقطة ب فى مجاها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 0 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
إس-دب|<وء إدرس)-درت)|< ©. 


عند مناقشة النهايات سيكون من الضرورى أن نتحدث عن الجوار الثقوب . والجوار الثقوب 
>(۲) هو نفس الجوار ج, (۲) فيما عدا أن النقطة ۲ قد استبعدت » کا هو موضح بشكل 4 - ۷ 


١ ۲ ۳ ۱ ۲ ۳‏ 
القطه ۲ مستبعدة 


ج )= |س |۰۲ <س <۲ ٩+‏ ]| ج 6( 2 |س | ۲ - و <س ۲+ و ۰ م 


ر شکل ٤‏ - ۷) 


۷۹ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ولا يجوز أن نقول أن الدالة ۴ 
ر 


متصلة عند النقطة ۲ » حيث أن هذه الدالة غير معرفة عند النقطة ۲ . ولكن » فى كل جوار مثقوب 
0 َ ا 8 
انعط ی ی 


.. وطذا فإننا نستطیع القول أن 
3 
تیلست ارس += 


س لله ۲ س ٣‏ سس لم ۲ س 
.حيث انه فى تعريف النهاية لا يسمح للمتغير أن يأخذ القيمة ۲ . 


1 


عندما تقول آن e‏ س + ۲ ) ٤=‏ » فإننا نستخدم حقيقة أن س + ۲ تمثل دالة متصلة عند 
النقطة ۲ وتا سس ری + ۲ 2 ۲ + ۲ ={ ؛ وهذا یعنی أنه يمكن ایجاد النباية عندما 


ل . وهذا غالبا ما ينص عليه کتعریف شكل . 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب من نقط مجالها إذا وفقط إذا كان 
ماد (س )= درت) 
س ہہ ب 
واذا تبنينا هذا التعريف على أنه تعريفنا الاساسى للاتصال ليحل محل التعريف بلغة ع » 8 فانه 


:. “كان يجب تعريف النهاية قبل تعريف الاتصال . وحيث أن مفهوم النهاية أكثر صعوبة للفهم » فإننا اخترنا 
" "ان نعرف الاتصال أولا . وفى أغلب الاحيان فإنه ينص على هذا التعريف فى الصورة التالية : 


تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب إذا وفقط إذا كان 
(١)ت‏ تنتمى جال د . 
اسح ول الوا 
ی ۰ e‏ 


إذا أردنا مغرفة نهاية س + ۳ عندما تقترب س من ٤‏ فى محال الدالة 


[( س »ص ) | ص = س + ۳ »س 5 جا 


النپ‌ایات ۷۷ 


فاننا نسأل « ماهی نهاية س + ۳ عندما تقترب س من ٤‏ ؟ » وعندما نفعل هذا فاننا نفترض أن 
القارىء سیسلم جدلا بأن جال الدالة هو ج . . فاذا لم يذكر مجال الدالة د صراحة فسیفهم أنه یتکون من 
مجموعة الأعداد الحقيقية س بحيث کون د ( س ) معرفة . 


م - ۱ : إذا كانت الدالة د:متصلة عند النقطة ح › فان اد ( س ) = د(ح). 


س هه 2ك 
س سه . 


بارس +۳ )= ۰ + م ۰۳2 أوجد ها( ۲س +۳ )؟ 
سه س سه 3 
۳ حيث أن ۲ × . +۳ ٣=‏ . 


6 - ۲ : ماهى ا حال ؟ . هذا الكسر غير معرف عند 4 ۰ ورغم ذلك فان الدالة ؛ 
س سه ج س٤‏ 


۱ + 1 
المتصلة س + 4 تساوی کش حا عند جميع نقط أى جوار مثقوب للنقطة 4 ٠‏ 


۸ حيث أن ۽ س ١١‏ 1 برس +۶) رس )٤‏ 
س له ع س ۶ س سه 8 س 
= ما (س + A= ) ٤‏ 
۹س" ۳۷ 
ع - ۳ : ماهى نبا 
5 م > O‏ بر 0 
س که ا س - ۲ س سے ۲ 7 


خ تیا ۰۳۵ ۶ ۳۲۱ 


س لهم ۲ 


۸ , النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


صفر ۰ الدالة متصلة عند النقطة ۲ » د ( ٣‏ )= . 


کا 
٩ - 6‏ : ماهی ےا( عد 


ع ۰1 هذه الدالة متصلة عند ۲ ۰ وطذا فان الهاية عندما تقترب س من ۲ تساوی د (۲). 


اد اباش EI‏ 
ا EST‏ 


۰ الدالة غير متصلة عند ١‏ » ولكن 


¥ والدالة ۲ ( س + ؛ ) متصلة عند ۱ . 


۲ و ۳ 1 ۹ 5 3 
4 7 ۸ : ماهی ايه کت عندما تقترب س من ۳ ؟ آنظر الاطر من ۳ - ۱5 إل ۳ - 
TE‏ 


EER :‏ 
کی و 


کا 
٩ - 6‏ :مان سب اا و ميد 


سن سه و۲ س٣‏ اع 


١--)؟,ه-( لأن الدالة متصلة عند - ۲,۵ فالسوال سهل جدا حيث أن د‎ . ١- 


n ۲‏ 
ماه رح اما الك ل تس ؟ 


© . وهذا يبدو معقولا لان 


سآ + س ا ے۔ لس =۲ )( س + ۳)_. س + ۳ 
س سه 8 س٣٤‏ س ٭ ۲( س د۲ )( س +۲ ) س له ۲ س + ۲ 


والدالة ا متصلة عند ۲ . 
س ۲ ۲ 


مس 


البايات ۷۹ 


£ - ۱۱ : یت أد ےا دس " 
EEE‏ 


3 


حب أن نثبت أن 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
ا ۲ 5 
لكل س فی مجال ۱« س چ )| 


° ٦ س" + س‎ 55 7 ١ 
جح ] للد‎ E ة » فان‎ < | ١ - س‎ | < ٠ إذا كان‎ 


الاستکشاف التال یتمثل فى 2 لايجاد 8 كدالة فى ء المعطاة . 
الاستکش اف : 
نبدأ بالمتباينة 


افق ان ا ° 
E‏ وا 


ونحاول ان نخترل الطرف الايمن حتى يصبح ممائلا للمتقدم». ا | < 8 وسنستخدم اولا 
حقيقة أن س ۲ وذلك بقسمة كل من بسط ومقام الكسر کل تبج ل ا 3 عل س - ۲ لنحصل عل 
Sa‏ 


س + ۲ ۶ 
الوك اا اط تحنها حتت و 
14 س ۳۰ ) 
۱ - س | 
<€ 
۶ س + ۲ | 


اننا نبحث عن النباية عندما تقترب س من ۲ » وطذا اذا كانت س تنتمی لجواز مثقوب م رکزه ۲ ۰ 
ونصف قطره ۱ » فان ۱ < س < ۳ وفذافان ۳ < س + ۷  <‏ . 


وحيث ان س + ۲ تکون دائما اکبر من ۳ فى هذا الجوار » فإننا نستطیع ان نعوض عن س + ۲ 
بالقيمة ۳ فى الخطوة (ع) . 


0 ۶۱۲ ۰۱ ای » معطاة  نختار 8 مساوية لاصغر العددین‎ :١ 
.] *1١١؟2ء١[!رغصأ- و‎ 


.۸ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


۲ : اذا کان . < | س - ۲|< ق ع فان 


۴۳ . <| “۳ ؟|< e۱۲‏ وكذلك ۰ <| س- ۲ |< 


3 | س - م| 1 
۰ کذلله ۰ 
٤‏ سس < ۾ وكذلك ۱ < س < ۰۳ س ۲۸ 
SR‏ ما و قرع 
EXT‏ 0 
وان ۳۲ <€ E A‏ 
XY‏ 2 ۱ 


اذا وضعنا | س + ۲| بدلا من ۳ فى مد ؟ | < ء. » نحصل على 


ا- س + وا 
FSR EE E‏ درم 

۶ | س + ۲| 

. اس + ۱۲ هس ١٠١‏ 


| 
>€ 
۶ س + ۲| 


۸ 


EAN E 7 
٤ س۲‎ 


0 30 
2 لان س - ۲ ۳ 
وبهذا » فإننا نکون قد برهنا على أن 


لكل ء 


يوجد 8 = أصغر ۱ ۱۲ )١‏ 
بحيث أن 
۲ ره 
لكل س فى عمال رس اچد ) ] 
س۲ ہ٤‏ 


| : 
إذا كانت + <إاس ‏ »|<هة ا فان اه ار 


5 ٣س‎ 


۲ 
وهذا هو التعریف الضبوط للباية لحت ها + صرح اد 
من ر ۰ ۴ 


۱ 


2 
0 


€< 


REE ۱۲ - £‏ یی ٠‏ » قيمتها صفر عندفا 


س . » وقيمتها ١‏ عندما س > ۰ 


النبسايات 4 


النباية عندما س سه ۰ غير موجودة»حيث أن النقط على يمين الصفر ترسم فوق ١‏ ۰ بینا ترسم 
النقط على يسار الصفر فوق -۱ . عندما يحدث هذا » نقول أن النهاية تساوى ١‏ عندما تقترب س ` 
من الصفر من امین » ولكن النهاية تساوى ١-‏ عندما تقترب س من الصفر من اليسار . إذا كانت ٠‏ 
النهاية عندما تقترب س من الصفر من امین لا تساوى النهاية عندما تقترب س من الصفر من اليسار 
فاننا نقول أن النباية غير موجودة . هل النهاية عندما تقترب س من الصفر من المين تساوی النهاية 
عندما تقترب س من الصفر من الیسار للدالة الاتية ؟ قيمة الدالة صفر لكل س < ٠‏ وقیمتها ۱ 


لکل س به ۰ . 


الصفر من المين تساوی ۱ 


سنعبر عن « نباية د ( س ) عندما تقترب س من ب من امین تساوی ل » رمزیا كالتالى : 
بسا درس ) = ل . وكذلك ماد« س ) = ل ستقرأ « نهاية د رس ) عندما 
تقترب س من ب من الیسار تساوی ل » . 


AY‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ا 3 
شكل ٤‏ - ۸ يشل منحنى الدالة د حيث د رس ) = ل . لاحظ أنه عندما 
س‌سه -۲ من العين » فان قم الدالة تتزاید بدون حد . بیغا عندما تقترب س من - > من اليسار تتناقص 
قم الدالة بدون حد . و مذا فان الدالة ليست غير معصلة فقط عند هذه النقطة » ولکن النهاية غير موجودة 


عندا تقترب س من - ۲. 


۲ 
سمخس حا بمه ‏ ا 


لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد. عدد حقيقى موجب 8 
نحيث أن 


و 


اذا كان ۰ < [س -(-۲)] <ة فان د(س) > م 
E ۲‏ ی میا 
e E‏ ی ۱ 
من ايمين . والصورة الرمزية ا د( س ع = +هه تعنى ان د ( س ) تتزايد بدون حد عندما 
سن ارت 


. وبالمئل » الصورة الرمزية ee‏ جع و ری 


0 


النبایات ۸۳ 


رشکل 4 -9) 


و و با ی و 
عبر الدالة سل المرسومة فى شکل 4 - ٩‏ . الکسر غير معرف عند النقطة س = ٠‏ » ولکن 
و 
ديا تفت بر العو فل أي E E‏ 


١‏ ؤانا: 
عرض نه طليه امنا عمل سل أكير من ۱۷ . إذا عوضنا عن س بالعدد أ فى فى ل فإننا جد 


أ قيمة : شنا عر ل ق ل فإننا ` 
ار یر 5 ولع عرض موي هددت چ 3 

تعو یط قيمة أة ی ۱ A e‏ 
e‏ بر من 


6 - ۱۳ : نستطيع تعريف نهاية ل عندما تقترب س من الصفر . 
00 | س | 
١‏ _ ل = + مه إذا وفقط إذا كان 
س ح* ٠‏ || 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


لكل س ف محال ۱ ( س » ب )] 


iH 


+ المين » فان ٠‏ < (س اسم <ق 


4م النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


١ :‏ ت 
عرف نهاية 27+ ال عندما 


تقترب س من - ۲ من اليسار . 


5 
۰ ات +٣‏ ل = ب هه إذا وفقط إذا کان 
وک م 
هه 26 لکل عدد حقيقى موجب م 
5 یوجد عدد حقیقی موجب 8 
بحيث أن 


5 4 . 
كرض غا ارش ا 


إذا كان ٠.‏ < (-۲ - س) <و فإن د(س) < ام 
والصورة الرمزية ٠‏ < | س ب | < و تسمح للمتغير س أن يقترب من ب من الجانبين . 
وی هذا التعریف استخدمنا ۰ < (-س -۲) < و بدلامن . <۲-۱-صا<و 
انا ریت أن حاف سارك الكت عدم ققرت ن م مز السار فقو 


£ - ۱6 : اد (س) = + « اذا وفقط اذا كان 


ش اسهم ان 
لكل عدد حقیقی موجب م 
یوجد عدد حقیقی موجب 8 


إذا كان ۰ < (ب ‏ س) < 8 > فان د (س) > م . اذا كانت س تقترب من ب من 


. وإذا كانت س تقترب من ب من الیسار » فان 


د اه س) < و .اذا كانت س تقترب من ب ‏ فان ٠‏ <| س بت | <و. 


£ - ۱۵ :اد (س) = - ص اذا وفقط اذا كان 
م سه ت : 


لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


البايات ۸۰ 


إذا كانت ۰ < (س اسع < ۾ فان د (س) < _م . عندما نريد القول أن الدالة تكبر. 
بدون حد » نقول أن النباية تساوى + ده . واذا كانت الدالة تتناقص بدون حد » فإننا نقول أن النباية 
£ 5و :م اد س) = + ص اذا وفقط اذا کان 

س هه ن 
لكل عدد حقیقی موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 


إذا كانت ۰ < (ب ا س) < 8 ءفإن د (س)' > م . وهذا هو كيف ننص على أن الدالة د. 
تزداد بدون حد عندما تقترب س من ب من اليسار . 
اذا اقتربت س من ب من اليسار فإننا نطرح س من ب »ء واذا اقتربت س من ب من اعون فإننا 
نطرح ب من س . ولم نعتبر القيمة الطلقه للفرق س ‏ ب لأ هذا يعنى أن س قريبة من ت من كلا 
الجانبين . ومن المهم أن تکون كل من س ب وت س موجبة » وفذا فإننا نستعمل س ب 
عندما تقترب س من س.من العين ونستعمل بس س عندما تقترب س من ب من اليسار . 
£ - ۱۷ : بساد(س) = - « اذا وفقط اذا كان 
س سه انل 
لكل عدد حقيقي موجب م 
یوجد عدد حقیقی موجب 8 


إذا كان . < بس <ق > فان د (س) < تام 
٩۸ - 6‏ : : اد (س) = + ه اذا وفقط اذا كان 
س سه كل ١‏ 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقیقی موجب 6 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


۸٦‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إذا كان .. < | س داس | < ق » فإن د (س) > م. 


:١9 - 5‏ نماد (س) = - ص إذا وفقط إذا كان 


س ركهم ت 
لكل عدد حقیقی موجب م 
یوجد عدد حقیقی موجب 5 
بحيث أن 
لكل ۳ فى محال د 
ادا ای .فان ی 


إذا کان . <|س - ب |< و » فان د (س) < ام 


٤‏ - ۲۰ : ما هی نهاية ل عندما توول س إلى صفر ؟ 
سس 


0 غير معرفة.هذه النهاية غير معرفة طبقا لتعريفنا » حيث أن النهاية من اليسار لا تساوى النهاية من 
فين 


5١ - ٤‏ : ما هی نهاية .ل عندما تؤول س إلى الصفر من امین ؟ 
ا 


هلا د = + «ه . يمكن النظر إلى ذلك على أنه مقارنة بين م وقيمة د (س) لعرفة 
سن کک .ب 


۰ أكبرهم . لأى عدد كبير م يمكن إيجاد عدد صغير 0 بحيث أنه إذا كانت س قريبة بمقدار 8 من 
الصفر من المين » فان .ل تکون أكبر من م . 
و 


عندما نزعم أن الدالة تتزاید بدون حد ‏ فإننا نعنی أا تأخذ قیما اکبر من أى عدد موجب 
نحدده . وعندما نزعم أن الدالة د تتناقص بدون حد » فإننا نعنی أن د (س) تاخذ قیما أصغر من 
سالب أى عدد موجب محدده . 


انبايات ۸۷ 


1 


e ما هی نهاية ل عندما تؤول س إلى الصفر من الیسار ؟‎ : ۲۲ - ٤ 


۸۸ اللهایات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


TTS‏ و اله + عبدها وول نإل ؟ 


۱ 
۳ 


Si با هی‎ ES 
- 5 


١ 
س‎ 
2 س‎ 
صفر‎ 
ك ۲ وگ‎ 
وذلك حيث أنه لكل عدد موجب 6 يوجد عدد موجب ن‎ » ٠ - سےا‎ 
بحيث أن‎ 
»<|. - | < . اذا کان س > ن فان‎ 
اس‎ 
ما هی نہاية .ل عندما تتناقص' س بدون حد ؟‎ ۲ 6 - ¢ 
س‌‌‎ ۳/۹۳۳ 
با .ل = . موف حيث أنه لكل عدد موجب رم يوجد عدد موجب ن‎ 
سن سه = مه ت‎ 
إل .ده‎ <٠ حيث أن: س < -ن فان‎ 
م س‎ 
إذا كان ء‎ 


. من المهم ملاحظة أن الرمزين + ه , - هه لايمكن إعتبارهما أعدادا حقيقية‎ ٠ 


٤‏ ۲۹ : ما هی نهاية کے عندما تؤول س إلى ۵ ؟ 


النب‌سایات 8م 


> ۲۷ : ما هی نباية کح عندما تؤول س إلى © من الهين ؟ 


مي جت = + ه . البسط قريب جدا من ٩‏ » والقام قريب جدا من الصفر 
س سه م 


عندما تأحذ س قيما قريبة من ه من المين . الكسر یتزاید بدون حد عنذما تقترب س من ه من. 


العين . 
4 - ۲۸ : ماهی نماية سي عندما تؤول س إلى ۵ من الیسار ؟ 
يد 
س يعد يه ب الكت سالب لقن مرح ا ی وک و یک 


۲ = ماهی نهایة س‎ : ۲۹ - ٤ 
۲ + سس‎ 3 


- ۵۵ ۰ + مه » غير معرفة . 


عندما س له 2+0 س ہے م٤‏ س لم م و 


بسط هذا الكسر يقترب من - ۵ بيا يقترب مقامه من الصفر . الكسر يتناقص بدون حد عندما 
تؤول س إلى -” من اليسار » ويتزايد بدون حد عندما تؤول س إلى - ۲ من المين » ولاتوجد له نماد 
عندما تقترب س من - 5 من كلا الجانبين . 


۲ 
4 - ۳۰ : ناقش سلوك ع ت عندما تؤول س إلى ۱ 
ی رون 


البسط يؤول إلى 4 عندما تژول س إلى ۱ ۰ وعندما تقترب س من ۱ من المين فإن المقام یکون 
موجبا ویقترب من الصفر . 
س۲ + ۳ 


Tas 
س سه ۱+ س٣ س‎ 


وعندما تقترب س من ۱ من اليسار » فإن المقام يكون سالبا ويؤول إلى الصفر . 
۱ ۱۹۳ 

سن سه ۱ س ص 

پا ا 


ل الها كارب ی تن ر 


النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل . 


۔ س5 نس 5 
4 - ۳۱ : ماهى نباية تک ۳دک عندما تؤول س إلى - ۲ ؟ 


س۲ داس ۲ _ 5 5 ۳ 37 
۰ ك ٣‏ ك = - #8 . كل من البسط والمقام يقترب من الصفر عندما تؤول س 
س سم - ۲ س + ۲ 
إلى - ۲ . وإذا نظرنا إلى الدالة المتصلة المثلة بالصيغة س - ۱ والتی تساوی (س-۱) («س + ۲) 


س + ۲ 
۰ لكل قيمة من قم س ماعدا س = - ۲ ۰ فإننا نری أن الهاية تساوی - ۳ . 


تذکر دائما أننا نتعامل مع جوار مثقوب للعدد - ۲ فى محال الدالة التى يمثلها الکسر . 


١ ee‏ 4 - ۲ : ماهی نہاية (ھ + ى" حا عندما تژول ه إلى الصفر ؟ 


هم 


تو چیه 
(ھ + )٣ح٣‏ ا زه" + ۲ هآ جح + ٣ھ‏ حا + جح حا 
هر اود ف هم 5 کي ه 
ھ٣‏ + ٣‏ اشن ح + ۳ ه حر۲ 
- انسیا( ه !+۲ ه<+۳ح) 
ه سه ف هم 5 
۳ ۳ 
ریا له" خ) a‏ ۳ العام رح ند يه یل والهة 
إن :كه ++ هم 


متصلة » والنهاية عندما ه سه صفر لدالة متصلة د عند الصفر تساوى د )٠(‏ . فى هذه الحالة د )٠(‏ 
تساوى ۳ <۲ + ۳ ح (صفی + (صفر)۲ = ۳ ح' . 


۳ بی)۲ ۲ 
4 - ۳۳ : ماهی نهاية (2 جع سح عندما تزل ه إلى الصفر ؟ 
تقدم ‏ فى الاطار 4 - ۳۲ . 


(ھ + جح" احا رس الجا + ۲ هح +ها) حا 
هم سه ,۱ هم ه س ان ه 
= ہا ۲ جا + ه = ۲ حح 
هاه ۰ 


٤‏ - ۳6 : ماهى نهاية ل عندما تؤول س إلى + ده ؟ 
سس ۳ 


سس 

صفر . إذا جربنا قم مثل ۱ ۱۰۰۰۰۱۰۰۰۱۰  ... ٠۰۰۰۰‏ فإن الكسر يأخذ القم 
لحان الب كا O‏ ال اش أن هذا مدقن جنا م ال دما 
0۷۹۲ هيج ؛ جوج ۰ ومن الواضح ان ی 


البايات ۹۱ 


تزداد س بدون حد . 


ولاثبات أن تهنا ملت .. فانه عب اثبات أن 
١‏ سن لهم لهج سن = ۳ 


لكل عدد حقيقى موجب » 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 


بحيث أن 
كد د مد ب رئب | 
4 الي ی 


وهذا يمكن عمله باختيار ن - 1-21 57 


6 


4 - ۲۵ : ماهی ای سلس عندما وول س إل - ده ؟ 


صفر . إذا جربنا سالب كل عدد من الأعداد التى جربناها فى المسألة السابقة » فان الکسر يأخذ 
القع ا د ا 1 الات لت ی تا 
لقي كج ۳-۱ اسب وس ۰ جسم ۰ لب اون الواضح 
آن قم الکسر تقترب من الصفر . 


ولاثبات أن ااك فانه يجب اثبات أن 
۳ س سه - وه س ۳ 


لكل عدد حقيقى موجب € 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 


بحيث أن 
لكل س فى مجال | (س » 1 ١‏ 
س سب ۳ 
وود دم 3 و 
س دام 


واختيار ن = 1 س يحقق هذه التطلبات . 


€ 


اا دا 


صفر ۰ 


ل 


۹۲ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


٤‏ س٣‏ س ۲ س ٣‏ 5م 
ا لس د 


م ی ممل هم 5 . وعندما تزداد س بدون حد » فان قيمة هذا 


6 - ۳۷ : ماهی : 


4 - ۳۸ ا 
س سه - وه ۳ س۲ ٦‏ س ۱۲ 


گ . اف قسمنا کل من البسط SE‏ كا فى أعلاه » ثم أخذنا النهاية » فان قيمة الکسر 
تؤول إلى ئ . ومن السموح به القسمة على س" طالا كانت س لا تساوی الصفر » وحیث أن س 


۰ تتناقص بدون حد فإنها لاتساوی الصفر . 


00 سا ماس ال ۲ 


اس سه + وه ۲ س٣‏ + ۲ س 6 5 
قر بقسمة كل من النسط والمقام غل تن فاندا خضل عى س سب والتی توول إلى الصفر 
عندما تزداد س بدون حد . + 
س٣‏ سد ۱۳ 
£ - ٠ه‏ : ماهی ؟ 


٤ 


۲ 5 85 
م د ۶۱ : ماهى : | سنا ٣‏ سه ب 4 س؟ ۲ س" س ۱ و 
س لله اوج ۳ س٦‏ + ٤‏ س ”7 س٤‏ ۲ س٣۲‏ س ٩‏ 


ل . بقسمة كل من البسط والمقام على س” » فان معاملات الحدود ذات الأس الأكبر هی فقط 
٠‏ التى تؤثر فى النهاية . 


م - 6 : ماهی : ۴ سذ + ب سله ١¬‏ + مه + هه 


۴ ی و ار < ن‎ ESA 
و 0-72 عت‎ 


۲ 
ی 


النبايات ول 


ل N a eT‏ ا 
استخدام المتطابقة المذكورة أعلاه مع وضع ؟ = EL‏ ور 


AEN N‏ لا + ه ۲ ۱ VE‏ (ؤ؟ + هم - غ6 
ENT‏ هد : +ه + ۵ ) 


۳ ۳ د ١‏ 
مر + هم یهن ال 9 
ا مکافیء 7 » ونبأية 2 مس لاه یی دبا 
وهذا کسر مكافء للکسر الاصلی » ونباية با سس : 
ماهی ا ای N= ۳ REEL‏ 
aE‏ 
تا سصخت 
+ - 66 م يجن لامكلا" ؟ استخدم الطیقة الکو ی 4 - ٩۳‏ مع وضع 


س حه 5 س 


ESS 


١ ۳ ۱‏ 
ENT ۳۱ + ۷‏ 
4- ای ببا ۲۰۸۷ 3۷ 
ها سه . 


۰ E ا‎ 
Nr الأو‎ ٩ + ن كلام‎ ١ 


ل 7۹۷ ه NT‏ + ها ی 4 + "(a‏ + كيأو + م TaN +N"‏ 
۱ ا ی 
5 ؟ + هع 1 
ع رار دي + ا ۳۳ج 
١‏ 


۳۵۱۳ + N ه‎ + 5١ + م‎ + ANT 


5 النهايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 
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هن م 
ا ا 
حور 7 چم Kr‏ 


.نی جموعة القارین فى نهاية هذا الکتاب » سنجد أن التمارين من ٩۱‏ إلى ٠١‏ تکون من نفس هذا 
النوع . ورعا يرغب الطالب الهم فى حل هذه السائل الان . 


وسنسرد الآن بعص التعريفات للرجوع اليها ۰ ويستطيع القارىء تغطية أجزاء مختلفة من کل تعریف 
للتحقق من قدرته على كتابة هذا الجزء تماما كا هو وارد هنا » وكذلك يستطيع أن يغفلهم ويقفز إلى 


الباب الخامس . 
E‏ دار 05 إذا وفقط إذا كان 


0 یا 
لكل عدد حقیقی موجب © و 5 
يوجد عدد حقیقی موجب 8 ۱ 
بحيث أن 2 


لكل س فى مجال د 


<|س !|<ة جه |د (س) ل | < ع 


باس" = ۸ إذا وفقط إذا كان 


س سه ۲ 


لكل عدد حقیقی موجب ع 
یوجد عدد حقیقی موجب ق 


بحيث أن 
لكل س فى مجال |(س » س" | 


<| س ؟]|<ة | س E>|۸‏ 


اد (س) = ل »ء إذا وفقط إذا كان 
+ ۱ 


س سه + ۵۵ 


البايات ۹ 


يوجد عدد حقيقى موجب ن 


بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
س > ن ڪ | د(س) - ل|<ع 
م ا ل = . إذا وفقط إذا كان 
س سه + م س 


لكل عدد حقیقی موجب © 
یوجد عدد حقیقی موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مال [ (س » يل) ] 
سس > و ع به 
ماه (س) = + هه إذا وفقط.إذا كان 


لكل عدد حقيقى موجب م 


م يوجد عدد حقیقی موجب 8 
5 بحيث أن 


3 لكل س فى مجال د 
< | س *|<ة > د (س) > م 
: ل = + ص إذا وفقط إذا كان 
س له ۳ س - ۳ 
لكل عدد حقیقی موحب م 
یوجد عدد حفیقی موجب 8 


بحيث أن 
لكل س فى جال | رس » لي ) 
منک 
٠‏ <| س ام|<ة ا ےم با سرت > م 
عر 1 
اد (س) = + ص إذا وفقط إذا كان 


س سه + م 


لكل عدد حقيقى موجب م 


45 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
س > ن ج د (س) > م 
1 س۲ = + هه إذا وفقط إذا كان 
س له + هه 
لكل عدد حقیقی موجب م 
بحيث أن 
لكل س ف مجال [ (س » س")) 
س > ن حه س۲ > م 
ناد (س) = + «ه إذا وفقط إذا كان 
س لم - مه 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
س < ن ه د (س) > م 
اد (س) = - «ه إذا وفقط إذا كان 
س سه - وه 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ل 
بحيث أن 
لكل س ف مجال د 
س < سن > د(س) < سم 
نماد (س) = - © إذا وفقط إذا كان 
اسن سه + هع 
لكل عدد حقيقى موجب م 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
س > ن © د (س) < م 
هماد (س) = ل إذا وفقط إذا كان 


س سهم 


البایات ۹۷ 


لكل عدد حقیقی موجب ۶ 
یوجد عدد حقیقی موجب 5 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
< (س = )< ۾ ©>|ودوس) ل|<ع 


بسا تا - 1 إذا وفقط إذا کان 
gE‏ ا 


لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س ف جال ر ری سس | 
>< (س ‏ م < ةك إلا ١‏ |< 
س 


مد (س) = ل إذا وفقط إذا كان 
س هم 


لكل عدد حقيقى موجب ۾ 
يوجد عدد حقيقى موجب ق 
بحيث أن 
لكل س ف مجال د 
<٠‏ 9 س) ده اد لاد 


ار ۱ 
: سك = - ١‏ إذا وفقط إذا كان 
س سه رک س 


لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ( وسء لد , 


e> اا‎ ESS 


ماد (س) = + ه إذا وفقط إذا كان 
وه م مم 
لكل عدد حقیقی موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
٠‏ < (س ل )) < ق احم د(س) > م 


۹۸ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ل = + مه إذا وفقط إذا كان 
س سم .+ ال 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
١ 5‏ 
لكل س ف مجال [(سء ل)) 
ص 
١ 5‏ 
> جور ) نجو و حم سا ابه 
رس ( 7 1 
با ل = - هه إذا وفقط إذا كان 
س ےه رس 


لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب و 
بحيث أن 
لكل س فی جال | (س » يل ) 
٠‏ < (۰ = س)< و ڪ > م 
س۲ = + مه إذا وفقط إذا كان 
س للم - وه 
لكل عدد حقیقی موجب م 
يوجد عدد حقیفی موجب ن 
بحيث أن 
لكل س ف مجال [ (س » س") ) 


س < نڪ سآ > م 


هه مه 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ن 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ( (س » س") | 
س > نڪ سا > م 
بسا س۲ = - هه إذا وفقط إذا كان 
س لهم - وم 
یوجد عدد حقیقی موجب ن 


بحيث أن 


النبایات ۹۹ 


لكل س فی جال ( (س  »‏ س") ) 
س < ل جه داس" < دام 
س۲ = - هه إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب م 
يوجد عدد حقيقى موجب ل 
بحيث أن 
لكل س ف مجال ( (س » س س؟) ] 
س > ن حم باس" < م 
تكون د متصلة عند النقطة ب من مجالما إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب © 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 1 
اس ت | دجاو = |د (س) دا نج 
التعريفات الأربعة التالية خاصة بالدوال التی يجالها الأعداد الطبیعیه ( التتابعات ).: 
نا در = ل إذا وفقط إذا كان 00 
س هم مه 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد طبيعى ن 
بحيث أن 
نه ع كن كه | دحال | < ه 


با ل = ٠‏ إذا وفقط إذا كان 
۲ 


ملام + 02 ) = ۳ إذا وفقط إذا كان 


۱.۰ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


لكل عدد حقیقی موجب ع 
بحیت أن 


لد > ن کڪ |(۳ + سل -م|<ء 
له 


بسا ل" = هه إذا وفقط إذا کان گی 
زره 


لكل عدد حقيقى موجب م م 
يوجد عدد طبيعى ن 


ين أذ ۱ 0 


له > ن حون" > م 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/@hassan_ibrahem‏ 


الباب الخامس 


نظريات على الاتصال والنبايات 


سنعطى فى هذا الباب نصوص بعض 50 والتعريفات المرتبطة تقليديا بالنبايات والاتصال. 
هذه النظريات ستعطى الطالب شيعاً راسخا لارجو ع إليه کنب لاجراء حطوة من خحطوات البرهان أو 


كتعليل لخطوة ف المسائل التى سیصادفها مستقبلا. 


تعريف ه ‏ ۱ 
و د =| (س»ص) | ص = د(س)+ د (س )»س3 و ۳۰۳۱ 


تعرف الدالة د + ر على أنها مجموعة كل الأزواج الرتبة ( س . ص ) بحيث أن ص تساوى مجموع 30 
قیمتی الدالة د والدالة ر عند س . حيث س تنتمی لكل من جال د و جال ر . و و 

إذا كانت د ( س ) = ۳ س ۲۱ ورس ع ۲س + 2# فإن 
(د + د ) ( س ) = ( ۳س ۳)۱ ( ۲س + ۲ )= وس +۲ 


تعريف ۵ س ۲ : 


ا ر = (( سء ص) | ص = د ( س ) س ر ( س ) » س 3 ۱,۲ ر) 


تعرف الدالة د ر على أنها مجموعة كل الأزواج الرتبة رس » ص ) بحيث أن ص تساوى الفرق 
بين قيمة د وقيمة ر عند س » حيث س تنتمى لكل من مجال د ومجال ر . 


إذا كانت د( س ) = لاس ۲۱ ر (س )= ۲س 45 فان 
( د ر )( س )=( من )١‏ راس ۳ ۲) > س .٤‏ 


تعريف ۵ مب ۳ : 

ددر کش بخاص )أ عن اد وس gg SO‏ و ۱ ار 
تعرف الدالة د ر على آنها مجموعة كل الأزواج المرتبة رس . ص ) بحيث أن ص تساوى حاصل 
ضرب قیمتی د » ر عند س » حيث س تنتمى لكل من مجال د ومجال ر . 


و 
ef 0‏ 


۱۲ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إذا كانت د ( س ) = ۳س لا ۱ ار ( س ) = ۲س + ۳ فان 
(د د )( س ار ۳س ۱ )( ۲س +۳ )= ٦س‏ + ۷س ۲ 
تعرد هه £ : 


5 


ڑ = ۱( س۰ ص )| ص = لیا ر رس .۰۰ س و 4 tytn‏ 


تعرف الدالة حك على أنها مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س » ص ) بحيث أن ص تساوى خارج 


اص« الم 


قسمة قيمة د على قيمة ر عند س » ر رس ) ۰7 حيث س تنتمى لكل من مجال د ومجال ر 
تعريف 0 6 : 
د د = [( سء ص) | ص 2د( ر (س)) س3 غرء د(رس)3 اوا 
يعرف تركيب دالتين » د ه رء على أنه مجموعة كل الأزواج المرتبة ( س » ص ) بحيث تنتمى 
ص لدی د. صورة س بالدالة ر هى صل ص بالدالة د » وتنتمى س لجال ر . 
ويمكن أيضا التعبير عن هذا رمزيا على الصورة 
د ۰د =|( س ص) | (س» ر SIOR SISE)‏ 
يوضح شکل ه ‏ ۱ تركيب الدالتين د » ر » آی د ه ر » حیت 
د > |(س » ص )| ص = ۲س - ۰۱۱ 
ر < | (س » ص )| ص = ۲س + ۳) 


تحت تأثير الجزء الأول من هذا الترکیب » ترسم ر النقطة س إلى ۲س + ۳ ثم تکمل د الجزء 
الثانى من التركيب برسم ۲ س + ۳ إلى ۳ ( لاس +۳ -۱. 


تحت تأثير الجزء الأول من هذا التركيب » ترسم ر النقطة 4 إلى ١١‏ » ثم ترسم ذ النقطة ۱۱ إلى 
: ۲ . أيضا ترسم ر النقطة ١‏ إلى ه » ثم ترسم د النقطة ه إلى ١4‏ . 


.يوضح شكل ٥‏ - ۲ التركيب ر ه د . فى هذه الحالة ترسم د النقطة س إلى ۳س س ١غ‏ ثم 
" تزسم ر النقطة ۲س ات ١‏ إلى ۲( ۳ش بت 1 + ۳ . الترکیب ر * د يرسم ٤‏ إل ۲۵ 


. د ترسم 
ألا ٤‏ إلى ۰۱۱ م ترسم ر النقطة ۱۱ إلى ٠٠‏ . 


والتركيب ر * د يرسم ۱ إلى ۷ . د ترسم أولاً ۱ 


رد *ر) ( س ) تعنی إيجاد ر ( س ) أولا ثم إيجاد قيمة د عند ر رس ) » وهذا يعنى أن 
( د ۰ ر ) ( س )= د(ر(س)). 


نظریات على الاتصال والنهایات ۳ 


وسنعطى الآن نصوص وپراهین بعض النظریات . النظریات القليلة الأول تبرهن الحقيقة التالية . 
إذا كانت د » ر متصلتان عند بت فان 
)د + ر تکون متصلة عند ب 
ب ) د س ر تکون متصلة عند بس 
) د د تكون متصلة عند ب 


)د تكون متصلة عند ب بشرط أن ر )2 . 


ه) ده ر تکون متصلة عند ب ‏ بشط أن ر رن 3 ار » د تكون متصلة عند 
ر (ت). ش 


4 
7 
3 


۱۰4 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


سستخكدم التعریفین الاتیین خلال ا 3 ولهذا فإننا سنعطى نصوصهبا هنا م نشیر الیپبا 
بالرمزين تې » تې . 


لت ١‏ : تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب إذا وفقط إذا كان 


لكل عدد حقيقى موجب ع, 
يوجد عدد حقیقی موجب ق 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


ایب | < 8 |د(س)-در(ب)| < 
7ت تکون الدالة ار معصلة عند نقعلة ب إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب 3 
يوجد عدد حقيقى موجب ۲۵ 
يد میت أن 
9 لكل س فى محال ر 


<| تيع ۱ درش )ت درت‎ e 


E 
. إذا كانت د.» ر متصلتين عند ب » فان د + ر تكون متصلة عند ت‎ 1 


£ البرهان : 
£ ۰ 6 
۱ لای عدد معطى ع ۰ خذ E. E‏ من تعريفى ت » تې > 


۲ : توجد 4278 قې تحققان ت » تې 


۳ : اختر ۵ ح آأصفر | 8 » 5 , | . وهذا الاختيار للعدد 8 يضمن لنا أنه إذا كان . 
رتش رز 
۶ : |درس)- درب | ميسكم | درس رت | عم 
جمع هاتین الصیغتین یعطی 
: |درس) درب )|+| درس SOR‏ مب 
ولكن 
۷ درس)-درت )+ درس روت ) | | درس درت اه 
ار (س) س رت )| 


کے 
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ومنہا ذ نستنتج أن 
4 س)+ درس ]-1درت + د (ت) ]اجه 


0 
ارد+ د) (رس) CEE‏ 


€ <| إذن إذا كان | س س ب | < ة » فإن | ود + د) (س)-(د + د) رت‎ : ٩ 
. وهذا بالضبط هو شرط أن تكون د + ر متصلة عند ب‎ 


نظرية ۵ - ۲ : 
إذا كانت ر متصلة عند ب » فان - ر تکون متصلة عند ب . 
البرهان : 
١‏ : لأى عدد معطى م » خذ ۴ , < ع 4 8 = 8, . إذا كان 
0 س اب | ة 
فإن 
EE‏ دو رت ال عه 
ولكن من خواص القيمة المطلقة » 
]و یور وحار و عات زر رد وهم | 
ومن ثم 
* :سر (س)] -1-ر (ن) ] |< 0 


نظرية ۵ - ۳ : 
إذا كانت د » ر متصلتین عند ب » فان د ر تکون متصلة عند ب . 
الرهان : 


تع ری و 
2:١‏ + ( ر) تكون متصلة عند ب 
ولكن حيث أن د + رب ر) = د س ر» 
۲ : د - ر تكون متصلة عند. بت . 
نظرية ۵ - 4 : 


إذا كانت د » ر متصلتین عند ب › فان د ر تکون متصلة عند ب . 


۱۰1 النبايات والاتضال فى حساب التفاضل والتكامل 


البرهمان : 
۱ : لأى عدد معطی ع » خذ 6,. ٤م‏ > صفر بحيث أن 
۰ ,+ ,رس |+ ع,|درب|<ء 
. وهذا يمكن عمله بسهولة بجعل ۰,۴ ,۽ صغیزین بالقدر الكافى بحيث أن 5, 8ج 
ارب | ۴ < چ درم | ۶ب < مّ. 
ويجب ملاحظة أن إختيار €“ ٤‏ , لیس نتيجة فهم خفی للمسألة » ولکنه يتعين باتباع 
+ خطوات البرهان بالعكس بدءا بالنتيجة المطلوبة وذلك لتعيين ماهو مطلوب 
۲ : اختار 8 - أصغر ( ٠,8‏ 8 ). إذا كان 
5 م هده | ج 
فإن 
4 :دی - درم | خف ]| راو ن دم 
.ضرب هاتين الصیغتین یعطی 
۵ |د (س) ر (س) س د (ت) ر (س) س ر (ت) د (س) + د رن ر رن | < 00 
ولكننا نود أن يكون الطرف الأيمن من (ه) هو 
اد (س) ر (س) د رب).ر (س) |. وغذاء فإننا نجمع 
اد (ب) ر (س) + ر رت د (س) - ؟ د (ت) ر (ب) على كل من طرف (ه) ونظبق النتيجة 
.العامة | س + ص | 2 | س | + | ص | على الطرف الأيمن . 
5: |د (س) ر (س) - د (ت) ر (ت) |< 
۴ م + ]درن ر (س) + ر (ت) د (س) ؟ د (ب) ر( | 
۷ 2 ۶,ع + ادونم)] ار رس رس |+ ار ا دص | 
م: > ۴ +|د رب | ۶ + ار (ب | 


E> : ٩ 


۰ ومن ثم » إذا كان | س اس | < 8 > فان | د ر (س) د د ر (ب) | < ع 
وهذا يثبت أن د ر تكون متصلة عند ب . 

نظرية © - 6 : 
إذا كانت ر متصلة عند ب » ر (س) + . », فان !ل تكون متصلة عند ب . 
قبل بدء البرهان الفعلى » سنقدم القهيد الرمزی التالى 


إذا أعطينا ©“ = ادر » فانه باستخدام ت, یوجد عدد ۵ بحيث أن 


نظریات على الاتصال والنہايات ۱۰۷ 


ایب | < 5 ار )رن ا< 6 


ومن ثم 

SÎ‏ > لمعا 
ب : ار رن رس اد ار 
ح :ار )| |د ص) | < ارب 
۶ :-|ر) | + |رس)|ے _ ارا 


ه:|ر سس | > |ر سم | 
ركذلك 
۲ ۱ ۳ 
- دص ۰ ۲]ر(۱ 
البره ان : 


۱ لای © معطاةء خذ 6 - و |ر (ب) |" » إذن يوجد ۵" بحيث أن 


ایب |< و ارس رن اج “e‏ 
۲ : نختار 8 = أصغر | ۵ 5 ) . إذا كان 
؟*:|س د |<ة 

فإن 
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إذا ضربنا )٤(‏ فى 


۱ ۳ ۱ ١ 
رت‎ ۲  ])سادإ‎ ۳ 
تحصل على‎ 
EES E 
IT | اد(‎ 


و 
ا E‏ 
| د (س) د 0 | ا 


۱.۸ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


0 


E‏ كد A‏ مدن ينات ۱ 1 لزاون نات 
00 ع < ۲و7 ارب 1 ابرع ا ي 
١ ١ ۱‏ 
:سل - سل |  <‏ 
ومن ثم 
اي بت | <ة ۱ ۱ 1 | < 6 


ر (س) ر 
وهذا ينبت أن ل تكون متصلة عند ب . 
نظرية © - 5 : 
إذا كانت د » ر متصلتين عند ب وكانت ر (ب) ۴ ۰ » فإن 2 تكون متصلة عند ب . 
البرهان : 


2 = د (ل ).وحيث أن نظرية ه - ه تثبت أن * متصلة عند ب » فإنه ينتج أن 2 متصلة عند ب 
2 ر 3 ر 


وفقا لنظرية ه - ٤‏ . 
نظرية ۵ - ۷ : 
إذا كانت الدالة ر متصلة عند ب والدالة د متصلة عند ر (ب) ‏ فان الدالة د » ر تکون متصلة 
عند ب . 
إذا كانت د متصلة عند ر (ب) › فإن 
م لكل عدد حقيقى موجب ١5‏ 
يوجد عدد حقيقى موجب ق , 
بحيث أن 
لكل ر (س) فى مجال د 
لذن ووف) | جد فل رح |دررص))-دررون)) | جع 
وتكون ر متصلة عند ب إذا وفقط إذا كان 
ب م لكل عدد حقيقى موجب 8 , 
يوجد عدد حقيقى موجب © 


بحيث ان 


ل ينث ان | و وضع رس | 


نظریات على الاتصال والنهایات ۱۰۹ 


البرهان : 


١‏ : لای عدد معطى € » نضع ع =€ ق, . إذا كان 
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: | س س ت | <ة, 
۳ : فان 

|( ر (س) س رس | <8, 
ولكن ع, = ق » ومن ثم باستخدام () 
SEDE‏ و ' 
وبالتالى 


هسب | < هة ص إدررض))-د(رهم))|<ء 
وهذا بالضبط هو المطلوب لان تكون د ٠‏ ر متصلة عند ب . 


نظرية ۵ - ۸ : 


الدالة الثابتة ث > !| (س » ص) | ص = ١ء‏ حيث ‏ ثابت | متصلة عند کل نقطة من نقط و 


يجاها . 
الرهان : 
حیث أن | ث (س) - ث (ب) | = | | = ۰ وحیث أن © > ٠‏ » فإننا نستنتج أن ۱ 
| ث (س) - ث (ب) | < ع بغض النظر عن إختيار 3 . وبالتال » فإن ث تکون متصلة عند أى 
نظرية ۵ - ٩‏ : 


دالة الوحدة ت = ۱ (س » ص) | ص س ) متصلة عند کل نقطة من نقط مجاها . 


البرمان : 
اسب | < و سے إس ب | < ع . وبالتالی فان دالة الوحدة تکون متصلة عند کل نقطة 
ب من نقط ماما . 
تعریف © - 5 : 


الدالة ك تکون دالة كثيرة حدود إذا وفقط إذا كان يمكن تعریفها بصيغة على الصورة : 
ك (س) = س سلا + و س له-۱ ٣‏ ... ٣ں‏ س۲ + سر س + سان 


ماف 


حيث له عدد صحيح موجب . با بو ... » نان أعدادا حقيقية . 


a 
E 3 
5 
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نظرية ۵ - ٠١‏ :. 
دالة كثيرة الحدود متصلة عند ب لأى عدد حقیقی ب . 
البره ان : 
نفرض أن ك (س) أى دالة كثيرة حدود . تذکر من نظرية ه - ۸ ونظرية ه - ٩‏ أن الدوال العرفة 
بالصیغة ث (س) = وات (س) = س متصلة عند ب . بتکرار تطبیق نظرية ه - 4 » الدالة ؟ سم 
تکون متصلة عند ب لأى ثابت ۲ ولأى عدد صحیح موجب م . ومن ثم فان کل حد من حدود 
له (س) یکون دالة متصلة عند ب . بتکرار تطبیق نظرية ه - ۱ ينتج أن الدالة ك متصلة عند س, 
تعریف ۵ - ۷ : 
الدالة ق تکون دالة قياسية ر كسرية ) إذا وفقط إذا كان ق = للك حيث ك » ف كثيرق 
حدود . ف 
نظرية ه - ١١‏ : 
الذالة القياسية ف بل تکون متصلة عند كل نقطة ب بشرط أن ف (ب) ٠‏ 
ىف 
الرهان : 


من نظرية ه - ۱۰ > كل من ك » ف دالة متصلة عند ب . ومن ثم اذا كان ف (ب) # ٠‏ »> فان 
ق تكون متصلة عند ب وذلك من نظرية ه - 5 . 


نظرية ۵ - ۱۲ : 
نفرض أن ب نقطة ترآم لجال د . التقاریر التالية تكافء التقریر « الدالة د متصلة عند النقطة بس من 
نقط مجالها ) : 
4 لكل عدد حقيقى موجب € 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى جال د 
| س - يه | < 8 ک اد (س) - درن)|<ع 
)۲( لكل عدد حقيقى موجب ع 
یوجد عدد حقیقی موجب و" 
بحیث أن 
(س » ص) 3 د|ارس ‏ ب)|<ة] 3 ( ری ص) اس تب و 
اص د (ب) | < )٤‏ 


نظریات على الاتصال والنهایات ۱۱ 

سا ورين عونم 
رت وج ۰( 
البرهان : 
بالتعریف » (۱) يكافء القول أن د متصلة عند ب . تا یکنی #با تن (1) NEE‏ 
(۲) یودی ال (۳) ۰ (۳) یودی إلى )٤(‏ ۰ (4) یودی إلى (۱) . 

برهان أن رن ج (۲): 

(۱) تنص على أن لكل م > ۰ یوجد و > ٠‏ بحيث أن لكل س ف مجال د »| س ‏ س/< ق 

يؤدى إلى | د (س) ‏ د (ب) | < ع . لتکتب 

عم | (سء ص) | | س س ب |<ة)ء 

ے = (س ۰ ص)| | س ب | < 8 # عن - درب | ده ].. 

يجب إثبات أن . لكل © > »یوجد 8 >۰ ميث أن ىت ل وقول آخرء غذین العددين 
6 »(سءد(س)) 3 كدح (س › د (س) )3 مه لكل ع > . ۰ نختار العدد 8 >. 
المستخدم فى )١(‏ . إذا كانت (س » د (س) ) و عد»فإن | س ساب | <ة . من )١(‏ » ينتج 
أن | د (س) - د (ب) | <۴ . ومن هذا ينتج أن (س » د (س) ) 3 سے ء ومن ثم فإن )١(‏ 
يؤدى إلى (۲) . 

برهان أن (۲) = (۳) : 

لكل ع > .۰ . نختار 8 > ٠‏ كلمعطاة فى (۲) . إذن لكل س فى مجال د »..إذا كان 
ممست عات و سر اند عم فان (س » د ري حر ومقا بو أ 


| د (س) 
اا ا مرح ماق ا رنف ن روط | E‏ 3 س ت | <ق. 
ولهذا فانه ش 


لكل عدد حقيقى موجب ع 
یوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


اسب |<ة © |د س) دزن اجه 
حبث آن ب نقطة ترا ال د » فان هذا یکایء + ور وريم . إذن (۲) يؤدى 
ال (۳) . 
برهان آن (۳) = (8) : 


إذا وضعنا ب + ه بدلا من س فى کل مكان فى تعريف ححا دري كرس اانا 


نحصل على 


۱۱۲ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


لكل عدد حقیقی موجب ع 

یوجد عدد حقیقی موجب 8 
بحيث أن 

لكل ب + ه فى مجال د 


< ۵ ادو € 


eT 


وهذا هو النص على أن ا د (ب + ه) = د (س) . وبالتالی فان (۳) © (5). 


برهان أن ری ه )١(‏ : 
إذا أزلنا » فى التعريف المذكور أعلاه للہاية ا د (ب + ه) = د (ب) 1 الشرط أن 


س 


لا تساوى الصفر » فيجب إثبات أن 


| هت 


ا |= ۰ هب | درب + م) دنا < € 
٠ =‏ فقط إذا كان ه = ۰ . وفى هذه الحالة » 


| هت 


دزت + ه) = درب + = د (ت). 
ومن ثم |د رب + ه) ‏ د رت) | = |د (ت) د (ب) | = ۰ ۰ وهذا أقل من أى ع ء لأن 
ع ٠>‏ . وهذاء فاننا نکتب 
لكل عدد حقيقى موجب © 
بحيث أن 
لكل ت + ه فى مجال د 


<> 8 »م |د (ت + ه) د (ت) | < ع 


ا 
وإذا وضعنا س ب مكان هاء فإن هذا يصبح 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 
اسب | <ه = |د س) در( | جع 


ومذا یثبت أن (4) يؤدى إلى (۱) وپپذا یکتمل البرهان . 


: ۱۳ - نظرية ه‎ 
سداد قاد‎ SN CE E E 


س ےہ ب سه بن 


نظریات على الاتصال والنهایات ۱۱۳ 


من الفرض : 
لكل عدد حقیقی موجب ١8‏ 
يوجد عدد حقيقى موجب ٠8‏ 
بحيث أن 
۵ :۰ < | س | <فرء إدص)-لم| <6, 
وكذلك 
لكل عدد حقيقى موجب 5 , 
يوجد عدد حقيقى موجب ۲ 
بحيث أن 


(ب) : ۰ < اتا < ٩م‏ هه |د (س) - لب | 2 


البرهان : 


ج 


: نفرض أن ل, + ل . إذن توجد مسافة © > .بين ل, » ل » أى أن 
ال ۳ 


بالرجو ع إلى ۵ و (ب) وبأخذ 
۳ 6 جر د قا 8 -أصغر .۵ قی) 


4 


١‏ د 

إذا كان 

٠ 3‏ < اس د | <ة »› 

فإن 

ه:إ|دص)-لم| < ک٠‏ |د س) لم | < چ 
ومن هذا 


٩‏ دس) ل | +|دس) ل |< چ + ي 


۷ :| ل - د (س) + |د رس لم | < e‏ 


۸ دس ا 


3 ۲ 
٩‏ :ال لم | < ی 6 

ولكننا بدأنا البرهان بفرض أن 
15 ل ت > ل 

وهذا يستلزم أن <٤‏ 5 ع ,أى ۶۳ < ۲ ۶ ومذا غير معقول لت ع > ۰ ٠‏ وهذا فإن 
فرضنا ل, + ل يكون غير منطقى » ومن ثم يجب أن نستنتج أن ل > ل, . 
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نظرية ۵ - ١4‏ : 
إذا كان سےا د (س) = ل وان نيسار (س) = لب » فان 
ا ل ی 
(۳) نمياد ار (س) = ل ل, 
0 حصت I‏ ل, 
بمب ی رد از E‏ 


يد 0 انظ 
الخطوات التى تتبع فى إثبات هذه النظرية هى عمليا نفس الخطوات التى اتبعت فى إثبات النظريات 
المناظرة على الاتصال » وطذا فإننا سوف لا نعطى البرهان هنا . 
فى النظرية التالية الرمز ] ! » ح[ سيستخدم للدلالة على الفترة المفتوحة ‏ س :* < س <ح). 
إذا كان هذا المفهوم جديد بالنسبة للقارىء » فإنه يمكن قراءة الجزء الخاص به فى الملحق . 
نظرية ۵ - ۱۵ : 
نفرض أن د (س) < ر (س) < ع (س) لكل س 3 ]۰۲ ح[فيما عدا رما عند النقطة 
س <|ب"3]! » ح[ إذا كانت اد (س) = ملاع (س) = ل » 
a‏ - نل 
معطی لا أن لكل 6 > ۰ 8 > . توجد ق > ۰ ق, > . بحيث أن لكل 
س فى مجال کل من د ۰ ع ۱ 
۵ .<اس بت | < ق > | د (س) سل | ی 
ب) ۰ <| س ت | < قم ك |د(س) ل | < 
وجب إثبات أن 
لكل عدد حقيقى موجب ء 
يوجد عدد حقيقى موجب ق 
بحيث أن 
اک = ار (س) - ل|<ء 
البرهان : 
۱ کی ع يت لاسا ات € » 8 = آصغر | 8 | | 


اب - ح || 


نظریات على الاتصال واللهایات ۱۱۰ 


إذا كان 

۲< | س - ت |<ة 
فإن 

۳ درس ل |< :ع ول و < درس) < ل +ع 
وكذلك 
اع س)-ل|<: أول ه< ع ص < ل+ء 
ركذلك 


٤‏ : د(س) < ر(س) < ع (س) 
من (۳) » (4) نحصل على 
ه:ل- ع < د(س) < ر(س) < ع (س) < ل +€ 


5 :ل €< ر(س) < ل +ع 


والتى تکافیء 
۷ر س) - ل |<ع 

إذن » 

مار س) = ل 

س ج 


قد يكون من العملى أحيانا استخدام القاعدة « نهاية الدالة هى دالة الهاية » . فإذا طلب منا إيجاد 
7 5 5 (س + 5)١‏ » فإننا نستطيع إستخدام هذه القاعدة كالآق : 


یساس )"= ( ےا (س + ) )"= ه" < ۱۲۵ . 
و وود 


فى هذا الثال ر شکل ه - ۳ ) فإننا نوجد نهاية ترکیب دالتین . لتکن 
دس ص | ص <س" ۰۱ ر < ۱(س ‏ ص) | ض < س + ۰۱ ذن 
ده‌ر< ارس » ص) | ص = (س + ۲۵۱ ). 

ن ی 


یاس +0" <«بسیا(س ۲0 
س سس 


فإننا فى الواقع : نستخدم حقيقة أن 
دح رمعو ويك رحج وا 


۱۱۹ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


مدی د مدی‌ ر 


شکل ۵ - ۳ 
هذه القاعدة صحيحة فى أغلب الاحیان فى دراسة التفاضل والتکامل » ولکن بهمنا المرات القليلة 
التی تکون فيها غير صحيحة . وقد استخدمت بطريقة صحيحة ف الناقشة التالية لشکل ه - 4 . 
aE‏ خاو ای و اكه 


لتکن د = ( (س » ص) | ص = لو س )۰ ر =| (س + ص) | ص = س" ) » إذن 
ده - [(س» ص) | ص = لو س" )۰ وهذا فاننا حين ندع 


ارو س) = لو( ماس" ) 
س سه . . ١‏ س سه ۱ 
فإننا ذز نستخدم حمقيقة أن 


i om‏ ار ادح كا ورور 


نظریات على الاتصال والنهایات ۱۷ 


شکل ه - 4. 


ومن ناحية أخرى » فى شکل ه - ه لتکن ر > | (س » ص) | ص = س )»> 
د = إلرسء ص) | ص = ۱ عندما س ۰ » ص = ۲ عندما س = ٠‏ ) . 
قاعدتنا « نهاية الدالة هى دالة النهاية » لا تصلح هنا لأن 


باده ر (س) = در (ش)) = ۱ 
س سه . س سه ء. 


تمتا 


0 O ححا‎ 


۱۱۸ النبایات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


وسوف ننص على ونبرهن الآن ثلانة نظریات توضح متی يمكن تطبیق 
2ك رد كاي ري كاد تحت O‏ 


س مها نل 
N Rg a‏ 
لا نصر على أن تكون ر متصلة عند ب » ولكننا سنؤكد على أن ر هما نهاية عند ب . فى النظرية الثالئة 


نظرية ۵ - ۱۱ : 
إذا كانت د ء ر دالتین بحيث أن 
ر متصلة عند النقطة ب » 
د متصلة عند النقطة ر (ب) ١‏ 
وكانت ب نقطة ترام مجال د ه رء فان 
ادن (س) - دریسسسار س) ) 


س سه ب 
البرهان : 

١‏ : ر متصلة عند ب 
د متصلة عند ر (ت) 
من نظرية ه - ۷ 


۳ : د ه ر تکون متصلة عند ب . 
٠‏ إذن:.» من (۳) نظرية ه - ۱۲ 


۳ : تاد ° ر) (س) = د (ر (بت) ) 


س سه ب 
ومن تعريف التركيب 
ء : نما د ه ر) (س) = د(ر(ب)) 


س سه تب 
ولكن حيث أن ر متصلة عند ب » فمن (۳) نظرية. ه - ۱۲ 
:ارد ١‏ ر) (س) = در مار (س) ) 
سنغير الآن الفرض قليلا بالتأكيد على أن ر ها نهاية عند ب بدلا من الاحتفاظ بالشرط الأقوى أن ر 
متصلة عند ب . 


` © 


نظريات على الاتصال والنبايات ۳۹۹ 


نظرية ه - ۱۷ ر شکل ه - ٩‏ : 
إذا كانت د » ر دالتین بحيث أن 
ا :6 
وی و 
د متصلة عند ح ع 
ب نقطة ترآم لمجال د + رء فان 
ROT‏ مت زا( 


س تج تن 


۳ ده 
ى ر ر جال د ور 


البرهمان ۰ 


حیث أن د متصلة عند حاء 
١‏ لكل عدد حقيقى موجبع 
يوجد عدد حقیقی موجب 8 
بحيث أن 
لكل ص فى مجال د 
| صح | <ة ام كات 
و نعي 


۱۲۰ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


۲ لكل عدد حقیقی موجب 8 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ر 
> ولكن ص فى )١(‏ هی ر (س) فى (۲) » وفذا فبوضع ر (س) بدلا من ص فى )١(‏ 
۳ ر س) < | <ه إدرررس)) -دری |<ء 
إذن » لكل نقطة ترآ س لجال د ٠‏ ر 
4 <| س ت| < و = |د (رس)) د( |< 
وهذا بالتعريف هو التقرير 
و 5 
ولكن 
5 جح < پار(س) 
۱ و ب 
إذن * 
رو حر اريم 
من (0) ۰ (۷) 
:ماده هر (س) و( نم ار (س) ) 
س -ه ب س ن 
فى النظرية التالية سنؤكد فقط على أن د » ر لبما نهاية عند النقط المعنية . ولن نتطلب أن تكون أيا 
منبما متصلة عند النقطة محل الدراسة . 
نظرية ۵ - ۱۸ : 
إذا كانت د » ر دالتین بحيث أن 
لحي وري ا 
ب :هيا د (ص) = ل 
لكل س فى مجال د * ر 
<| ست | < و > ۰ <إرس) جح | 


نظریات على الاتصال والنهایات ۱۳۱ 


واذا كانت ب نقطة تراك لمجال.د ٠‏ رء فان 
جحت ود )إن - يكبا رص 


البرهان . 


۱ «س) تؤكد لنا أن 
لكل عدد حقيقى موجب ع 
يوجد عدد حقيقى موجب ق 
بحيث أن 
لكل ص فى مجال د 
<اص - ح| <ه ج إدرص) ل | <6 
؟ : () تؤكد لنا أن 
لكل عدد حقيقى موجب 5 
يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 
لكل س فى مجال ر 
< | س ب | < = إرص)حإ<ة 
إذا إخترنا 8 = أصغر | و » 8 ٠)‏ ووضعنا ر (س) من (۲) بدلا من ص ف )١(‏ » فان 
نحصل على 
۳ <| ر س) ح| <ه |د(رس)) ل|ا<ء 
ولكن حيث أن (ح) تؤكد أن ۰ < | ر (س) ‏ ح | فإننا نحصل على 
٤‏ < | ست |<ة © |دررس)) ل|<ه 


وهذا هو النص على أن 
7ح ارا رك 
ولكن » باستخدام (ب) » ماد (ص) ل . إذن 


مد د 
1ا (د ٩‏ ر) (س) = مهاد (ص) . 
س ت ص 6 


كمثال لدالتين لا تحققان فروض نظرية ه - ۱5 أو نظرية ه - ۱۷ ولکنهما تحققان فروض نظرية 


o‏ > ۱۸ لت 8 9 ل د = 3 د شط 
۸ لتکن ر [ (س ص) | ص = س | د = (س ص) | ص - ا ). 


إذا رغبنا فى إيجاد هس (د © ر) (س) » فإننا لانستطيع تطبیق نظرية ۵ - ٠١‏ أو نظرية 


۱۳۲ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


۱۷-۵ لا ر ليست متصلة عند لطامت ی aa‏ 
که را و ور 


2۱ E 
س‎ 
هنا‎ E rs 

ن 

وإذا كانت 8 = ۰.۱ فان 

KEE oes 1‏ 
وهذا ی يعنى أن كل فروض نظرية ه - ۱۸ متحققة . إذن » 
کح( ماري تک ۲( ۱۱۳ 
س ص 


إن الشىء المدهش فى هذا المثال هو أن ۲ لاتنتمى مجال ر أو لمجال د * رء وكذلك ٤‏ لاتنتمى 
مجال د . ولكن » ۲ نقطة ترآم لمجال ر ومجال د ٠‏ ر ‏ وكذلك 4 نقطة تراع لمجال د . 


وفى الحقيقة » أننا لا نحتاج غالبا هذه ا الكثيية فى حساب التفاضل والتكامل اذا كانت كل 
ا ا وكانت فى نفس الوقت نقط ترآم لجال الدالة التى ندرسها 


وفى هذا الکتاب تجنبنا عمدا مناقشة النقط المعزولة فى محال الدالة » لأنه يوجد إلى حد ما عدم 
اتفاق على ما إذا كان يجب أن تكون الدالة متصلة عند هذه النقط . وسنناقش هذه المشكلة الآن » 
باستخدام الدوال الآتية لتوضيح الفروق بين التعاريف اختلفة للاتصال . لتكن 


د-إرسءص)|ص- باس س ڳ ۰ ]. ۰ 
ر = (س » ص) | ص = -۱ عندما س < -۰۱ 
ص = ۰ عندما س & 6 
ص = ١‏ عندما س © ۱ ) 
ع = |( (س » ص) | ص = ١‏ عندما س عدد قياسى » 
ص = ١-‏ عندما س عدد غير قیاسی ) 
فد EE eA‏ 


نظریات على الاتصال والنهایات ۱۳ 


ر = رس ص) | ص = -١عندماس‏ < د١‏ 
۲ ص = صفر عندما س = . , 


ص = ١‏ عندما س > ۱ 1 


م 


ع- | (س » ص) | ص = ١‏ عندما س عدد قیاسی» 
ص = ١-‏ عندما س عدد غير قیاسی | 


(ح) 


رع" 
شكل ه - ۷ 


۱ و ی نت 
التالية . من الستحیل علینا رسم کل من ع » ف بدقة » لأننا لانستطیع رسم خط مستقم 
ل القياسية . بعض المؤلفين يقصرون الاتصال عند اا التی تکون 
نقط ترام فى يجال الدالة تحت الدراسة . 


وتقريبا فإن كل التعاريف التى تعرف الاتصال عن طريق النهايات تكون. من هذا النوع 


۱۳ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


تعریف بدیل ۲ : 
تکون الدالة د متصلة عند نقطة ترام ب فى مجاها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقیقی موجب چ 
یوجد عدد حقیقی موجب 8 ' 
بحیث أن 
لكل س فى مجال د 
اس ت |<ة - دس دضم|<ء 


هذا التعریف سیتفق مع تعریفنا للاتصال إذا طبقناه على الدوال فى شکل ه - ۷ فیما عدا عند 
الصفر للدالة ر . ولا يمككن حتی اعتبار أى من النقط العزولة للمجال کبدیل للنقطة ب وفقا لهذا 
التعريف » لأنهم لیسوا نقط ترا لجال الدالة وحیث أن التعریف العطی یصر فقط على أن تنتمی ب 
للمجال » فاننا سنعتبر أن جمیع النقط العزولة للمجال هی نقط اتصال للدالة . وحیث آننا نتطلب أن 
تکون النقط الوحيدة س ف الفترة | س ‏ ۰ | < م من نقط المجال » فان النقطة الوحيدة التى نعتبر 
آنبا موجودة فى أى جوار نصف قطره آقل من ۱ للنقطة صفر هی النقطة صفر نفسها . 

الدالة ر تأخذ صفر إلى ر (  ) ٠‏ ومن ثم فوفقا لتعریفنا فان ر تکون متصلة عند النقطة صفر . 

التعریف التالى الذی سنورده یتطلب أن تکون الدالة د معرفة على فترة مفتوحة تحتوی ب أو تکون 
ب نة 2 نهاية لها . هذا التعریف لا یتفق مع تعريفنا لیس فقط عند النقطة صفر للدالة ر ولکن أيضا 
... عند كل نقطة من نقط مجال ع » حيث أن ع ليست معرفة على أى فترة . 


' تعريف بدیل ب : 
نفرض أن د معرفة على فترة مفتوحة تحتوى ب أو تكون ب نقطة نهاية ها . تكون الدالة د متصلة 

عند النقطة ب فى مجالها إذا وفقط إذا كان 

لكل عدد حقيقى موجب ع 

يوجد عدد حقيقى موجب 6 

بحیث أن 
لكل س فى مجال د 
امن ات | ره" | دس - در | <ء 


بعض الولفین یقول فقط أن د يجب أن تکون معرفة على فترة مفتوحة ولایسمح للنقطة ب أن تکون 
نقطة نباية هذه الفترة . إذا فعلنا ذلك فان هذا التعریف سیتعارض مع تعریفنا عند النقطة صفر بالنسبة 
للدالة د » وعند النقطتین صفر » ۱ بالنسبة للدالة ر »> وكذلك عند کل نقطة من نقط مجال ع . 


نظریات على الاتصال واللهایات ۱۲۰ 


سننبى هذا الباب باعادة تعریفنا للاتصال عند نقطة فى محال الدالة . 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب فى مجاها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب ٤‏ 
يوجد عدد حقيقى موجب 5 
بحيث أن 
لكل س فى مجال د 


س ے بت | < م ے | د (س) = د (ت» | و 


الباب السادس 
تمهيد لساب التفاضل والتكامل 


سنعرف فى هذا الباب النتيجتين الأساسيتين فى دراسة النهايات والاتصال . فمن وجهة النظر التاريخية 

يعتمد حساب التفاضل والتكامل على النهايات . وسوف نعرف التفاضل والتكامل أولا بطريقة 

- تقليدية » بإستخدام مفهوم النباية کأساس > ثم سنعرفهما بطريقة جديدة مستخدمين الاتصال .. . 
كأساس . ولكن قبل أن نشرع فى هذاء سوف نبحث عملية الجمع . صمم نظام القارین التالى 

لتأسيس مفهوم للمجموع يجعل تعريف التكامل أكثر سهولة . 


:١ -5‏ 
مجموع خمسة آعداد یکن کتابته کالاق 
€ أن دل + + + + 
أمثلة : 


° 
1 لوح ۱ +۲ ديم +ع داهم ده١‏ 


© 
|( ها ر+ع+وجبوربه؟- 


١ ١ 
‘Te 


5 - 5 : الرمز رگ , ألم یقرا د مجمو عا بحيث تأحذ دہ القم من ١‏ إلى © 4 . مجموع نما 
له > ١‏ إلى له = ٤‏ هو 


3 
ی = ۲۱ + ۲۷۲ +۲۳ + و .م۳ 


۱۳۸ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ماهو مجموع لم" من ده = ۱ إلى له - ۳ ؟ 
و 

رم = ۲۱ + ۲۲ + ۲۳ = و۱ 
لدع ١‏ 


5 - ۳ : كل مجموع فى هذه الدراسة يكون دليله الجمعى ما عدد طبيعى أو عدد صحيح غير 
الت 


۳ 


سنرمز لدليل الجمع ف رك ا بالرمز ده ونقول أن له هو دليل المجموع . 


5 
فى © بي ء الدليل يأخذ القم من ۱ إلى 0 
ل = ۱ 


5 
له + ١‏ 
٩‏ - 6 : + ن له = ١‏ إلى له = ۳ 
جموع کن لى هو 
E E‏ ا ا و ۳۳۲ 
EEE EE‏ ري GS‏ ان وقد 
۲ 
ماهو مجموع ا من ده = ١‏ إلى له = ۳؟ 
ل 
ل لك SEO DE OE‏ 
` له 2 AN ay ۲ ١‏ قرم E‏ 


يلاحظ أن هذا هو نفس المجموع الذى أخذ مجهوداً كبيراً من أشيلس ف الباب الثانى. هذا المجموع 
١ 35‏ 
لوت ل 


برعي احم :۱۱ 


تمهيد محساب التفاضل والتکامل ۱۳۹ 


نحن نعرف أن هذا اجموع يساوى ۲ لأنه یساوی 


+١‏ ا 
نه = ۱ ۲ 
* - 5 : يمكن إستخدام أى حرف كدليل للمجموع . . 
نه له له 
د 35 8 0 


كل هذه المجاميع تمثل ۳۱ + ۳۲ + ۲۳ + ... + ر . 


عبر رمزیا عن اجموع 

MY +... + 4۲ + ۳۲ + ۲۲ + ۲‏ 
بأدلة متعددة . 

له ۲ ل ل 

روک ا مک 


5 - ۷ : قاعدة أساسية للجمع هى : 


Ck N 
+ = ۾ + ب‎ 
ا و و‎ 


٤ 
t=(GCGHID+IF+ND+ (+9+00 += ك(‎ + 3F) شال : اگ‎ 
1 ۰ ٩ = ی‎ 


= و + ع + 01+۸ ++ م ۲ب = 
۳ ۱ 
ماقيمة و کم رل۲ + ول ؟ 
۳4 ۳ 
4 | + م ۲ را + + جر + جم ۲۸ 
= ل ١2‏ ۱ ۱ 
5 - ۸ : مجموع غير عادى الشكل هو : 


6 
۱-۲ +۲ ۲+۲۲ ۲ 4 


۱۳۰ النبايات والاتصال فى: حساب التفاضل والتكامل 


٤ ٤ 
۲۲ > عد ابم عع يع‎ ECHEFTETET SG CHEF 
۱< له‎ ١ = له‎ 


يمكن أيضا إيجاد هذا المجموع مباشرة کلاق : 
؛ + ۵ 0 + 2۷ ۲۲ 


سيد خاصية أخرى للمجموع : 


0 ۳ 
کي هك ده ك5 ك = ەر( +۲ +۳ <.۳ 


٤ 
1 0 ۱ 6 54 م‎ 


5 - ۱۰ : فيما یل قائمة من المجاميع . غطى الطرف الأيسر من كل معادلة وتحقق ما إذا كان يمكنك 
الحصول على الاجابة الصحيحة : 


5 


'.لاحظ أن ح ك » ه تمثل جميعها نفس التسلسلة . 


۳ 
OEE ES, و:‎ 


تمهيد لحساب التفاضل والتکامل ۱۳۱ 


5 گر ۰۱ ۰۲ tT‏ ه 
: 95 بم ۳۷۹۲۰ 2 
ش مخ _١‏ كاه نك الا مداق .ا 
I ECTS KET 2‏ 
5-58 


١١-5‏ : المتتابعة ۲رد و موه و مود تیا ...4 لدء ... ) توول إلى 
الصفر » ومن ثم فهى لاتؤول إلى ی .. 
e 1‏ ء5 ١‏ ۱ 

ويمكن أن نکون منها متتابعة » تسمی متتابعة انجامیع الجزئية » التى تقترب من ل وذلك بوضع : 


حح يع وه << ر 


١ 
IY 2 عد وھ ج لو‎ ۹ 
ی‎ a Fa خی‎ 
کی = وه کک ج چ کے نك ر‎ 
١ 


وبالتالى فإن متتابعة انجامیع الجزئية هی : 


رح ح 4 جیپ 8 ما 6 چ 3 


۲ 6 س 5 < ( 
7 25208 5 5 و ١‏ 0 ”5 
وکل حد جح من حدودها جموع جز » ونہاية هذه المتتابعة تسازيق ے : ای أن 


١ ۳‏ 
ناا حجن = ما ۳4 حم مب 
لم سه وم له سه مه .بذك ۳ 


کون متتابعة المجاميع ال جزئية للمتتابعة 


و ل ¢ وه ۲ وه ی 


i <: 4 ۱۲۲۲ ۰۲۲ » و‎ ۲( 


تعریف " - ۱ : 
إذا أعطينا التتابعة رآ ) = [ (دہ > س) س > "ن, » حيث له عدد طبیعی ) » فانه يمكننا 
تكوين متتابعة أخرى بالطريقة الآتية : 


حم = + 
حم کې + اې + ا 


جح کل + + اې + اې 


حن = دان عله إلى علد بو + أن 


۱۳۲ النبايات والاتصال فى حضاب التفاضل والتكامل 


ليم 
التتابعة ( حن,) = [ (له» ص) | ص = کې و » حيث له عدد طبيعى ) 
تسمى متتابعة المجاميع الجزئيه للمتتابعة (أن) . 
مجموع المتتابعة (أن) هو نهاية المتتابعة (ح) . 
قبل الشروع فى تعریف التكامل سوف نعطى تعريفا للفترة المغلقة . تكون الفترة مغلقة إذا إحتوت 
نقطتى نبايتيها . خلال هذه الدراسة كانت جميع الجوارات التى استخدمناها فترات مفتوحة . 
إذا أضيفت نقطتى النباية للفترة المفتوحة تصبح فترة مغلقة . الجوار ج (۰) لايتضمن نقطتى 
النهاية ٤‏ » + : لکل نقطة فى ذا ابحوار يويد عدد کبیر من نقط امموار التی 7 تقع على كلا جانبى 
النقطة » ( مثل مراعى الماشية المفتوحة فى الغرب ( أى ليس ها سياج ) ).. 
فى الفترة المغلقة يمكننا تحديد نقطة فى هذه الفترة ون نقول هذا هو الخه الأيمن هذه الفترة 
( مثل مراعى الماشية الغلقة ( أى ها سياج ) ) . 
الجوار المغلق ج؟ (ه) يتضمن كل من النقطتين 4 ۰ ٩‏ . فى الفترة المغلقة يمكننا التحدث عن 
النقطة الأكبر» ولکن فى 'الفترة المفتوحة لايمكن التحدث عن النقطة الأكبر . 
مفال : ٠‏ 
إس | <٠‏ س < ۳] عبارة عن الفترة المغلقة [ ۳,۰۰ ] . 
<٠‏ س < ۳ ) عبارة عن الفترة الفتوحة ] ٠‏ » ۳ ل.. 
ماهى النقطة الأكبر فى الفترة الفتوحة ج, 24-089 15؟ 
ابجد مثل هذه النقطة » ولكن + هى انقطة الأكبر فى الفرة الغلقة [ 4 ۰ 7 ] = ج (۵) . 
» هى التقطة الأسغر فى الفتة اغلقة ٤‏ » 5 ] » ولكن لابرجد نقطة أصغر فى الفتر افو 
١451]‏ [. 
ومفهوم التکامل تطبيق على مفهوم النهاية التى كانت مفيدة إلى حد كبير فى حستاب التفاضل 
والتكامل . عندما تجرى عملية التكامل : لح مدید عن لكر الدع لعفل کي 
أفضل . 


هید ساب التفاضل والتکامل ۱۳۳ 


القد ابتدع أرشميدس (۲۸۷ - ۲۱۲ ق. م) طريقة التقريب المتتالى لحساب مساحة الدائرة . فقد 
رسم مضلعا منتظما » سوف نرمز له بالرمز ل‌رر» داخل الدائرة ( أنظر شکل ٦‏ - ۱) )ع ثم زسم 
مضلعا منتظما ل ور اللعرى دک ملاع ارچ اساسا تلع یم تکون أقل من مساحة 
الدائرة التی تکون بدورها أقل من مساحة الضلع الخارجى لن . 


وحيث أن أرشميدس كان يعرف طريقة ايجاد مساحة كل من لن » ل لأف عدد نه من الأصلاع » ۱ ۱ 
فقد کان بإستطاعت خساب مساحة الداقرة لأی درجة بریدها من الدقه وذلك بتخصیص الوقت الان ٠‏ ونا 
یی 

وسوف لانقوم هنا بحساب مساحة الدائرة » ولکننا سوف نحاول معالجة مسألة مشابية وهی ایجاد 


إفرض أن لدينا منحنى المعادلة ص - ا 3 


ماهى المساحة تحت هذا المنحنى من صفر إلى واحد ؟ 
وحتی نکون أكثر دقة » ماهی الساحة امحذودة بمحور السینات والخطين الستقیمین س = ۰ » 


سے ۱»والنسنی ص اح س۲ ٩‏ 
اما من عفر ال ١‏ 7 جام کک إلى اھ آل مو سا ۵ الوا الى د 


علیها بتقسم الفترة المغلقة [ ٠‏ 4 ۱ إل الفتتين الجرئيتين [ ٠‏ > ] و[ ١ ١‏ ] وانشاء مستطيلان 
مستخدمين الارتفاعات عند نقط نبايتيبما اليسرى ال ال شكل +21 


3 ۴ 


۱۳ ۱ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


والساحة حا تون ار من مساسة اامسلیلاق الوا من الجن ان 1 * ۸ ] و 
١ ۰5 [‏ ] بإتفاعين صفر » 2 عند نقط نبايتهما امنی ر شکل - ۳) . 


شکل ۰1 - ۳ 
وتقسم الفترة [ ١‏ ۰ ۱ ].الى ثلاث فترات جزئية متساویه هی [ ۰ ۰ج ] ۰ » 
[ ۰ ۰۲۱ نحصل على ( شکلی ٩‏ = ۰4 5- ه): 


۲ 


چ 


۳۹: 
at 


شكل ٩‏ - ه 
لسع فترات متساوية نحصل على ( شكلى 5 - ٩‏ » + 


صفر + (1 × يل ) + رد )+ + 


تمهيد حساب التفاضل والتكامل 


شكل ٩‏ - ه 


۱۳۹ النبايات والاتصال ذ, حساب التفاضل والتكامل 


شکل 5 - ۷ 


وف الحقيقة » فمهما جعلنا قواعد مستطیلاتنا صفية جدا ‏ فان ح١‏ تکون أقل من أو تساوی 
جموع مساحات الستطیلات المنشأة باستخدام الأضلاع الیسری کلرتفاعات وتکون آکبز من أو 
تساوی جموع مساحات الستطیلات النشاة باستخدام الاضلاع المنى كإرتفاعات . 


تمهيد ساب التفاضل والتکامل ۱۳۷ 


إفرض أن ی المساحة اتی حصلنا علیها بت بتقسم الفترة [ ٠‏ ۰ ۱ ] إلى ده من الفترات الجزئية امتساوية 

وجمع مساحات الستطیلات المنشأة بحيث ۳ الفترات الجزئية قواعدها » وارتفاعاتها تساوى قم الدالة 

" عند الاطراف اليسرى للفترات الجزئية . إفرض أن م المساحة ١‏ تن حصلنا علیها باستخدام نقط 
الأطراف المنى ساب الاتفاعات ۳3 شكل ۷ = ۷ (:: 


کے ع د أن 
يمكننا تكوين متتابعتان 
اک وه قز كل ده أل سد 
رد( كر )6 


۱۳۸ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ولكن 
۱ + ۲۲ + ...+ داد + را دج 


لأى عدد طبیعی ك » ومن ثم 


۱ (ده- ) (۲ له - ۱) 


- لك © (ه- ١‏ ؟ له )= 
IE ( 2 / 7 8‏ 
بالثل 
َم E NS ANS‏ 9 ۰۲/۱ ۰ ۲۸۵۲۱ 
أن دك لق + وق مد وخ وبح )ليزي 
٤ ١‏ له ١م‏ ل 
TES‏ ج 2 
= لذ 2 رسج ۱) (۲ مجنم E‏ 
۳۵ 1 5 لہ 


MERE E وعم‎ 


۱ +۰ ۳ + ۵ | (ODO FD . ام‎ ۱ 


ار الم سه مه الم سه مه ٦‏ ۲ رم غه مه : ٩‏ دما 


وبالتالى فان المساحة ح۱ < ج 
سوف نحسب الآن نهاية متتابعة الجموع الأدنى 
۱ ه (- 0-7900 


) ۰۰۰ 6 WT ان‎ ES 
» الآن‎ 
۱ ل1س ۱) (۲ له‎ 
4 ۳۹ 1 : - ار‎ 
سه لړ سه وه + ده۲‎ 
۱ +a ۳ ۵ ۲ 5 
ره ممه 5 ده‎ 
ا لكك شك ل‎ 
م ۲ لم نمسم مه وري م‎ e) ٣ راه مه‎ 


تمهيد ساب التفاضل والتکامل ۱۳۹ 


والان قد حصلنا على 


فى هذا المثال » التتابعتان ( ج ) و ( ثم ) تؤولاك إلى نفس الناية التی تساوی الساحة تحت 

وق الحقيقة » إذا كونا متتابعة ( م ) مجاميع مساحات كل المستطيلات المنشأة على فترات جزئية 
متساوية بإختيار أى نقطة سر داخل كل فترة جزئية لتحديد الاتفاع د سر ) للمستطيل الذى 
قاعدته هذه الفترة الجزئية » فان نباية هذه المتتابعة سوف تكون المساحة تحت المنحنى . 

سوف نستخدم هذه اللاحظة فى صياغة « تعريفنا » للتكامل المحدد . 

اعتبر دالة متصلة ( ( س » ص ) | ص = د(س) »س 3 ح ] معرفة على الفترة الغلقة 
[. ب ] . ستقسم الفترة ۱7 ب ] الى له من الفترات ال جزئية التساوية ر شكل ٠١ - ٦‏ ) التى 
طول كل منها 


اس | اسر | |۳ 


س 
ب علوت قسن +ر ۵س ۲ +(ر-۱) 4س Ee‏ 
« + «به- ۱ ۵ س ۱ ۲ +۵ س 
۱ ۱ شکل 1 - ۱۰ 
ثم نکون اجموع 


عن" د (س) ۵ س ۲ درس ) ۵ھ س ۳ 1٠١‏ د(س رن ,)لل س ۲ د (سن )۸ س 
شش 1 

= 6 د (سر) ھ س 
<۱ 

بحیث سر تقع فى الفترة الجزئية رقم ر » 

۴ رت ۵ ۵ س < سرح +ر ۵ س 


is‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


إننا بذلك نقرب المساحة تحت المنحنى بنفس الطريقة التى استخدمناها فى الأمغلة » فيما عدا أننا 

نسمح الآن بأن تكون س, أى قيمة س ف الفترة الجزئية رقم ر بدلا من نقطة الطرف المنى أو نقطة 

الطرف اليسرى . 

اجامیم م > = ۰۱ ۰۳۰۲ ۰۰۰ تكون المتتابعه ( گر e‏ کب کپ ٠٠٠۰‏ ). نهایه" 
له 

هذه التتابعة » نمام . تفسر على آنها التکامل احدد للدالة د من ! الى ب ویعبر عنه كتابة على 
له سه وح اله 

الصورة 


اه 


| د (س) ۶ س . 


ولن نستبلك الوقت لتعریف التکامل احدد بشکل آکثر اکتالا » ولکننا نعتقد أن هذا التعریف » 
: القاثم على حساب الساحة تحت النحنی » سوف یساعد الطالب على فهم التعريفات اختلفة الوجودة 
فى کتب حساب التفاضل والتکامل . 
۱ عندما نتعامل مع الدوال الوجبة والمتصلة على مجال الاعداد الحقيقية والتی مداها مجموعة الاعداد 
الحقيقية » فانه هکن تفسیر التکامل احدد على أنه المساحة تحت النحنی » ويمكننا كتابة : 
-پییام-هیی 6 
ل سه 6۵ ل سه و6 


در ۱ 


د یں ھا د (س) عا س 


حيث 


1+ (ر = ۱) هس < سر < آ+ر 4 س 
( آنظر شکل 5 - )١١‏ 


تطبيق آخر لفهوم النهاية يتمثل فى إيجاد ميل الخط المماس لمنحنى عند النقطة ( س » د (س) ) . 
إذا سمنا الدالة التصلة د » فإننا نحصل على منحنی آملس . وسوف نطلق على خط ما « ماس 
للمنحنى » إذا كان له نفس ميل المنحنى عند نقطة اتماس . فى شكل ٦‏ - ۱۱ سنا خط ماس 
إلى جانب عدة خطوط قاطعة . فى هذا الشكل الخطوط القاطعة هى الخطوط التى تقطع 
المنحنى فى نقطتين . الخط المماس يمس المنحنى فى نقطة واحدة فقط وميله هو نفس ميل المنحنى 
ع هله النقطة ومع أنه من الواضح أى هذه الخطوط هو الخط المماس » ولكن هناك صعوبة 
بسيطة فى تحديد ميله بالضبط . 


إفرض أننا نرغب فى معرفة ميل الخط المماس لمتحنى الدالة د = [ (س » ص) ص - س" ) عند 
النقطة ( ۰۳ .)٩‏ 


تمهيد لحساب التفاضل والتكامل 14١‏ 


1 0 


۱۲ - ٩ شكل‎ 


فى شکل + - ۱۲ قمنا برسم الخط الماس لاثة حطوط قاطعة + الخط القاطع الأول جر بالنقطةة 
٠ ٠٠ (‏ ) وكذلك بالقطة ۰۳ 4 ) ۰ وبالتالى فإن ميل هذا الخط هو لحل , أى ۳ 
لحم ۱ 


۱:۲ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


الخط القاطع الثافى يمر خلال النقطتین ( ۰۱ ١‏ ) و ( ٩۰۳‏ ) ومیله م - مت - 4 


ججح و 


0 الفرق ی لین اشرو YS‏ کون 0 
المار بالنقطتين ( س . ص ) و (۰۲ بت : 


يدت سس 
الیل = م = س 
س لم 


ومع ذلك » فإن هذه المعادلة لايمكن استخدامها للخط الماس . فإذا قبلنا حقيقة أن ميل الط 
ا ١‏ ) يكون أقرب ليل الخط الماس عن ميل الخط القاطع المار بالنقطه 
٠ ٠ ٠ ( ۱‏ ) » وأن ميل الخط القاطع المار بالنقطة ( ۲ » 4 ) يكون أكثر قربا » فإننا نستطيع أن نفترض 
و ان نهاية ميل الخطوط القاطعة عندما س م ۳۰ يكون ميل الخط الماس . 
۱ إذا سلمنا بهذا » فإن ميل الخط الماس عند النقطة ( ۰۳ ٩‏ ) یکون: 


U‏ د ديت 
دبا لاہ س + ۳= ٩‏ . 
س سه ع س٣۲‏ س سے ۲ 
٩‏ - ۱۲ : باتباع نفس الطريقة ‏ آوجد ميل النحنی | (س » ص) | ص س۲ ) عند النقطة 
.)١ ۶ (‏ 


5- ۱۳ : ماهو ميل النحنی [ (س » ص) . ص. - س" ] عند النقطة ( ۰۰۱ ١‏ ) ؟ 


ات ی ام مرس ا ِ ح ملاس + ۱ 2 ۲ . 
س سے س ۱ س سه ۱ 


0 5 - ۱6 : إذا إفترضنا أن نفس الأسلوب يمكن تطبيقه على دوال أخرى » فما هو ميل الخط المماس 


مت ۱۲ سب ۳ 1 
بت آن يسا ا نمكت ب ضح ص پا 
3 سن له ۳ 1 سن له م س سب ۳ 
لاب 5 هذا الاتجاه البسيط للتعلیل كان مفهوما صعبا استنفذ جهدا فائقا للوصول به إلى صورته البسيطة 


الحالية .. 


تمهيد ساب التفاضل والتكامل ١1‏ 


٠‏ +ده 


١١-56 شكل‎ 


فمیل الخط الماس لنحنی دالة هو مشتقة هذه الدالة محسوبة عند نقطة الغاس . 
سوف تعطى الآن التعريف المألوف للمشتقة . فى شكل + - 38 شاه اس ا ا“ 
د( + ه) د() بدلا من د (س) ‏ د (۴) »ء وبالتالى فإن ميل الخط المماس عند النقطة . 
(؟ » د( )) يأخذ الصورة ۱ 


1 
م ج : ا شك حي 


+ سحي كلا 


تعريف ٩‏ - ۲ : يقال للدالة د العرفة على الفترة المغلقة [ ۴ » ب ع أنها قابلة للتفاضل عند 

س 3 [؟» ب ] إذا وفقط إذا كانت النباية ما * (س + ه) ‏ < ا موجودة . 
هذه الہاية تسمى « مشتقة الدالة د عند س » ويرمز ها بالرمز 5 (س) ۰ 

م حكن 

د رل دم |د( + ه) د( 


هم سه اه هم 


Gn UF 


(۸ + ۱۲ ه + هآ + ه۲ 63۸-0 
هش سه ۰ هم 
۲ هر + ٩‏ م۲ + م۳ 


> سه فك هم 


< پا 0 +ه 5 


ل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


5 - 15 : افرض أن د = ( (س » ص) ص = » س عم ۰ ) . أوجد 5 (۵) . 


4 = م ده + مدرم 


هھ سه . ه 
۱ 
ە+ھ 6 ° (A+)‏ 
ه سه هب هام 6 ه (۵ +ه) 0 
کے eS e‏ 
ها لم . م + Yo “Ao‏ * 


- ۱۷ : ماهو ميل الخط الماس للمنحنى ف (س) = س۲ + س + ١‏ عند النقطة (- ۳ » 7) ؟ 
- ه ميل الخط المماس عند (- ۰۳ ۷) هو ببساطة ف (- ۳) . 


هو سه , 


ف (- م = : اح كش اس و سا 


هش سه »و 


3 ۱ ۱ 0 - ه ه + هل ل 
هه 


1 


CSD Lem‏ جنا 


١ ۰.‏ - ۱۸ : أوجد مشتقة د = [(س » ص) | ص = س" ) عند نقطة س ف جافا . 
د (س) = ۲ س» 
لأن ۱ 
ی ,دس + ه) د (س) . | (س + هم" سا 
ها سه ه ها سه 0 هم 
2-7 الل ی ای تب + ی - ۲ 
هم سه همه حت :0 سس و3 


لاحظ آننا هکن أن نستخدم العادلة د (س) = ۲ س لتعریف دالة جديدة 
قيمة هذه الدالة عند أى نقطة ب فى مجالها تکون د إس) » أى مشتقة د عند ب . 


قهید لحساب التفاضل والتكامل 2 ١40‏ 


5 - 19 : إفرض أن ف = | (س » ص) | ص = س" ] . أوجد ف (س) . 
ف (س) = ۳ س٣‏ › لأن 

۳ ۳ 

و 2 (س 7+ ه) س س 

ف (س) ميا ۱۳۳ 


س٣‏ + م س٣‏ ھ + ٣‏ س ھا + اه" س٣‏ 
5-07 هم 


:۰ |(« س۲ +۳ سه + هآ = ٣‏ س۲ 


هم سه و 


. آفرض أن ی (س) = س؛ . آوجد ئ (س)‎ : ۲۰ - ٩ 


۶ 


ی (س) = 4 س٣‏ لان 
4 1 
02 0 | (س + ه) ‏ س 9 


س٤‏ + ع س٣‏ هھ + ٩‏ س5 ها + ٤‏ س ھ٣‏ + هھ س٤‏ 
هھ سه ,و صم 


۱ ۳ د ۲ جاه" 
تچ( ی اتوي ۶ ) 


با 

: توضح أنه‎ ٩ - ٩ الاطر من 5 - ۷ إلى‎ : ۲۱ - ٩ 
۱ إذا كانت د = [ (س » س") ]ء فان 5 = ((س ۰ ۲ س)‎ 
وإذا كانت ف = ( (س ۰ س٣ ) | ء فان ف = ((س ۰ ۳ س۰)0‎ 


وإذا كانت ی = | (س » س+؟) ) » فان ئ = [ (س 4۰ س") ) 


هذا یقودنا إلى أنه 
إذا كانت د = [ (س » سم ]ء فان 3 = [(س هس۳۲ ))١‏ 


برهن صحة هذا الفرض 3 ف حالة. ماإذا كان له عددا صحيحا موجبا . 

إذا كان له عددا صحيحا موجبا » فانه باستخدام نظرية ذى الحدين 2 
وس + ھی = س + ره ۰ ھ ب د در E. O‏ ھا + ( عدد محدود من الحدود 
التى تحتوى على قوی آکبر فى ه ) . 


١4.5‏ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


هم سه و ه 
ره زه 
= ۽ (س + ه) س س 
ER‏ 3 له ره -6 
4 ده له-۱ مت اد له-1 يړ دب 060 له 
م | (س + له س ه + س س 
هه سه و هه 


UES OG 2 + ریہ س۱‎ | 0 


سه و 
وحيث أن جميع كثيرات الحدود دوال متصلة ‏ فإنه يمكن التعويض عن ه بالقيمة صفر مباشة . 
وبالتالى » فان جميع الخحدود تتلاشى فيما عدا الحد الأول . إذن 
ا د (س) = ده س ١‏ 
ای ان 
((سء دەس ))١‏ 


ارت أن التفاضل والتكامل هما تاريخين مختلفين » کا أنه قد يبدو أن التعريفات التى أعطيناها 
غير مرتبطة » فإنهما فى الحقيقة مرتبطین بالنظریه التالية : 
إذا كانت د » ف دالتين متصلتين على الفترة الغلقة [ ١‏ , ء ] بحيث أن د (س) = ف (س) 
لكل س فى ۲۱ ء ] . فإنه لأى نقطتين ب . ح ف الفترة [ ۴ ۲۶ 
| د (س) ء س = ف (ح) ‏ ف سم . 


هذه النظرية تربط بين التفاضل والتكامل بطريقة تسمح باعتبار كل منهما العملية العكسية للآخر . 

الدالة د تكون مشتقة الدالة ف عند أى نقطة فى الفترة » وتكامل الدالة د من ب إلى ح يساوى 
الفرق ف (ح) اف (ب) . 

وفى ختام هذه الدراسة » فإننا نرغب فى تعريف المشتقة والتكامل دون الإشارة إلى النبايات إطلاقا . 
وحيث أنه سيكون إشتقاق مستقل بذاته » فإننا سنعيد صياغة بعض التعريفات . 


4۵ 


وسنعرف أولا الاتصال عند نقطة ب فى مجال الدالة الذی یکون مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد 
الحقيقية إلى الأعداد الحقيقية . 
تعريف :١‏ 
تكون الدالة د متصلة عند نقطة ب فى مجالها إذا وفقط إذا كان 
لكل عدد حقيقى موجب © 


يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث أن 


لكل س ف مجال د 


إذا کان سانا < فإن درس) درب) <ع 


تمهيد ساب التفاضل والتکامل ۱:۷ 

تعریف ۲ : 

يقال للدالة أنها متصلة إذا وفقط إذا كانت متصلة عند کل نقطة فى مجاها . 

تكون الدالة غير متصلة عند نقطة فى مجاها | إذا لم تكن متصلة عند هذه النقطة . 

وتكون الدالة غير متصلة بالتأكيد عند النقط التى لاتنتمى ججاها » ولكننا سنقصر استخدام 
المصطلح « غير متصلة » لنقط المجال' التى لاتکون عندها الدالة متصلة . 

وسوف لانناقش الاتصال عند النقط التى لاتنتمى لجال الدالة . 
تعريف ۳ : 

أفرض أن د » ف دالتين معرفتين على الفترة المغلقة ؟ » ۶ ع . تكون الدالة ف مماسة للدالة د عند . 
النقطة ب 3[ » ۶ ] إذا وفقط إذا كانت الدالة ۱ 


د کف و 
س س ب 


ی = (س ۰ ص) | ص = ».عندما س بت » ص و د 


متصلة عند النقطة ب . 
تعريف ٤‏ : 
أفرض أن د دالة متصلة على الفترة الغلقة [؟ » ۶ ] . تکون الدالة د قابلة للتفاضل عند نقطة 
ب 3 51 » 5 ] إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقى وبحيث تكون الدالة 
ف = ارس ۰ ص) ص =z‏ د(ب) + و (س ‏ ت) ) 
ماسة للدالة د عند النقطة ب . العدد الحقيقى ويسمى مشتقة الدالة د عند النقطة ب ويرمز ها 
بالرمز د (ب) . 
تعریف © : 
أفرض أن د دالة متصلة على الفترة الغلقة 7 1 5 ] . الدالة ف تکون مقابل مشتقة للدالة د على . 
الور ی a‏ س التی تنتمی ال د › 
ف |(س) = د (س) . 
تعریف 5 : 
أفرض أن د دالة متصلة على الفترة الغلقة [؟ » 5 عءإذا كانت ف أى مقابل مشتقة للدالة د» 
فلأى نقطتين ب » ح ف الفترة [؟ » ۶ ] يسمى الفرق ف (ح) ‏ ف (ب) تكامل الدالة د بين 


ب » ح ء ويعبر عنه رمزيا كالتالى : 


سے 


| د (س) ء س 


نه 


۱:۸ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


طريقة أخرى لتعریف حساب التفاضل والتکامل باستخدام الاتصال کأساس » تتمثل فى تعرین 
النباية من الاتصال ومن ثم تعریف الشتقة والتکامل بالطريقة التقليدية . وسنقوم الآن بتعریف نقطة 
التراع ونپاية الدالة بإستخدام تعریفنا للاتصال عند نقطة كأساس . 


تعریف ۷ : 


تکون النقطة ب نقطة ترآم مجال الدالة د إذا وفقط إذا كان کل جوار مثقوب للنقطة ب یحتوی على 
الأقل نقطة واحدة من نقاط مجال د . ۱ 


۲ * تعریف ۸ : 

٠ّ‏ ا يقال للعدد الحقيقى ل أنه نپاية د (س) عندما تقترب س من نقطة تراك ت لمجال الدالة د إذا وفقط 
ی 

"اي زذه کانت الدالة 

: ف = | (س » ص) ‏ ص = د (س) عندما س ب » ص = ل عندما س = ب ) 


متصلة عند النقطة ب . 


أوجد كل من النبايات التالية : 
١‏ ا(٤‏ و ") 
ص سه ع : 


- ا(۲ ل" ل )٠١-‏ 


هه ده ۱ و 
وه ۲ و۲ + و 


س لهم ۲ س ل ۱ 


۷ 


ك + ع ك 
لك سه . ك + ەك 


س سه , سس 
۲ 
ا ها -_ ۶ 
هم م ۲ هھ 
۲ 
۳ بر به 
س سے داع س + 4 
س + ۳ 


۱ 
جر 


اقارین ۱:۹ 


ححا وان من 3۳ 


باه س +۲ س + س+۲) 


7ع تبت ۱ ین 
س سے . س 
س + ۳ س 
11 ۱ 
255 سا 
س سے ١‏ س ۳ ١‏ 
357 س + ۲ س لم 
س لهم ۱ س ل ۱ 
50 و"دي” و +5 
ولو ۲ و ۲ 
۲ 
اج سا س ل 


النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


5 8 8 ل 
س سه . #اس دس + / ا 
۱ ۲ ۲ 
۶ پا( سس ) 
س لم . س٣‏ سه س + سه 
0 : کش ۰ ۲۹ ل 
س ه دهن ۸ س + ۲ س 'سه م ۸ س + ۲ 
+ ۱ 
۷ س < A‏ - سح 
۳ ۲۵ - ۲ تن ۳ ۲۵۸ -_ ۲ 
مه TIT‏ له سم و له ۳ 
۲ 
س ےه ۵ م س" + 7 س سه ده س۲ + س + ١‏ 
۲ 
تس سح تسارح اس 
س سه ده وا س + ٣س۱‏ 
ET‏ ه ش٣‏ + ۲ س۲ - ۷ س + ٩‏ 


مسا 
س اه ص وس" ۸ 
۳3 


ا 
۰۵ ملا ” 
اس ےه وم 


او" 
56 05 
۹ - : ص 
س سه ٠.٠‏ 6 س‌‌ 
3 1 
۱ حا تسد ) 
0 - نب 
: س سه ۰ 0 


a‏ ل" + ۲ ل۳ 
> لي 7۳1۲۳5 


س۲ + و س :۱۹ 


س سه 
TT‏ حا ۵ ك 

لو سه ك 
iC‏ حا ه ص 

ص ہے حاص 


اقارین 
15 حا" 
e‏ ص » 44- نبا يلك 
i E‏ س ےه س 
ظا سي 
1 عر ٤٦‏ ا 
EOS‏ عن س سه , س 
کر ٠خ‏ نمباظاس 
Ea‏ )چ( 
: ۲ 
2 جثا س 5 وا 54 
لك | ا ± ۲ 
۳ 0 را ط 1 
۳ ۳ 
SUSE‏ 
JF 5‏ + 1010 » ۵۲ - مهبلا ۷ + ل TY‏ 
س 5 
ا س E ET i‏ 


: ملحق أ : المجموعات » التباینات » القم المطلقة ۱۵۳ 


ملحق ؟ : المجموعات . المتباينات , القم المطلقة 

: ١ - ۲ تعريف‎ 

٠‏ إذا كان س عدد حقیقی » فان 
ای اه ]ذا کی .2 ضفر 
الات دين إذا كان س < صفر 
| س | = صفر. إذا کان س = صفر 

خاصية ؟ ‏ ۱ : خواص التباینات : 

إذا كانت » ب » ح أعدادا حقيقية » فان 


*:١‏ < ن کڪ + < نا داح 


۲ < با جح > صفر ڪ حح < ناح 
۴ < تح < و ي تح 


نظرية 1 ١‏ : 
إذا كان س » ص عددان حقيقيان » فان : 


١:اس|‏ > صفر 


:ا س| 


۲ > سس 

۳ س| > داس 

| س ص | س || ص‎ ۱: ٤ 

٥س‏ +ص | < ۱س |+| ص | 

7 | سن اص | ك | س| اص‎ ٩ 
: البرهان‎ 


£ : الحالة الأول : 


س ص > صفر 
إذن اما س > ۰ص > .؛أوس < ۰ص < . 
للاحعال الأول » | س = س | ص | = ص ء وبالتالى فان 


11 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


الاخیال انان . س | - - س ‏ | عن | امن وپاتال فان 
اس || صا = ( = س ) ( = ص ) = س ص 

ولکن حيث أن س ص > ۰۰ فان | س ص |= س ص . ومن ثم نکون قد حصلنا على 

أ س ص |= | س | | ص | لكل س » ص کا هو مطلوب للحالة الأول . 
الحالة الثانية : 
٠‏ س ص < صفر ۱ 

دزم ی د فضي اک ما اوه 

للاحقال الأول ٠س‏ أ-- سء | ص أ صء وال فإن اس || ص ات سس ص 
> للاحتال الثاق » اس ا ے س | ص | سا ص » وبالتالى فإن | س | | ص |= سد س ص 
ولكن خيث أن س ص < ۰۰ فان أ س ص | = = س ص » ومن ثم نكون قد حصلنا على 
که 


: الحالة الأولى : 


س + ص > 
إذن 
| س + ص | = س + ص 
ومن (۲) ۰ | س | > س » | ص | > ص »ء وبالتالى ينتج أن 
| س | + | ص | > س + ص = | س + ص | 


الحالة الثانية : 
س + ص < ۰ 
إذن 
نت س + ص | = (س جاص ) 
ومن (۰)۳|س اک سس |٠‏ ص | > ص ء وبالتالى ينتج 
اس ا لاسن م من ا 
إذن » 
مل کیا ج ی ضع | لكل من > من 
٩‏ : الحالة الأولى : 
س >. 


لزه 1 ى | - س . آیضا » من (۱) »| ص | > ص ‏ والذی یکاقیء - ]ص | ین 


ملحق أ : المجموعات » المتباينات » القم المطلقة ۱۵۵ 


من هذا ينتج أن 
أا س أ اص |< س ص 
ولكن من (۲) 
س ص < أس ‏ ص | 
إذن فى هذه الحالة ينتج أن ۱ 
اح مس :| رك اسن اام :]| لكل س » ص 
الحالة الثانية : 


س < ۰ 
إذن | س | = س س 

باه مت (۲06] من ل ق ج ص 
اما امنا ساعد يو نه ون 

ولكن من (۳) » 

ال رس ص) < 4 - ص | 

إذن فى هذه الحالة ين 


| س ص | E‏ لكل س » ص 
نظرية ۲ : 


إذا كان | س ‏ ص | < حء فان ص لاح < س > من ديع واک : 


الرهان : 

أولا » إفرض أن | س ‏ ص | .< ح . باستخدام (۲) منطو ۱ »نی 

| س ص | > س - ص ؛ ينتج أن س سا ص < ح . ش 

وبإستخدام (5) من نفس النظرية » أى اس - ص | > رس س ص)ء ينتج أن 
ب( س سا ص ) < جاء ومن ثم سن ند ص > لاح ا 

والتال تحصل على ج < س ص < ح 

ومن هذه العلاقه" ينتج أن 

بن اس الخد اج ين ا كاحت 

لإثبات العكس » إفرض أن ص ح < س < ص + ح 

إذن»- ج < س ناص < ح 

إذا کان س س ص > ٠‏ » فان | سن ص |= س س ص 


6 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 
ومن ثم 
| سک ص ا ا 
إذا کان س رص < ۰ فان 
بت اس ص | = س ناص 
ومن م 
اح < | س ص | 
والذى يكافء | س. ‏ ص ]| < ح 
إذن » 
اس ص | < ح يكاقء ص اح <اس < ص + ح 
تعريف 1 ۲ : 
۱ تعرف الفترة للفتوحة من ١‏ إلى ب على أنها مجموعة الأعداد الحقيقية س بحيث.أن س تقع بين ؟ » 
ت ويرمز لها بالرمز ] ۰۴ ب [. أى أن 
ا یهن 
تعريف 1 ۳ : 
تعرف الفترة الغلقة من * إلى ب على أنها مجموعة الأعداد الحقيقية س بحيث أن س تكون أكبر من 
. أو تساوى ۴ وأصغر من أو تساوى ب » ويرمز لها بالرمز ۴1+ ب ۲ . أى أن 
۱ وتعوعه رس ]اتج ج تا 
f‏ 
يمكن كتابة | س | < ۲ كالآق | س ٠‏ | <ز ۲ . وباستخدام نظرية ؟ ‏ ۲ تصبح هذه 
كان ان ی مه 
إذا كان | سن | < ه » فإنم يمكن كتابتها على الصورة | س ‏ ۰ |.... وبإستخدام نظرية ۳ ۲ 
تصبح هذه .... < س < ٠...‏ والتى تكافء أن نقول س 3 ج( Sk‏ © 1 


إذا كان | س | < هء فإنه يمكن كتابتها على الصورة | س ‏ ۰ | < ه٠‏ . وبإستخدام نظرية 
۲-۴ تصبح هذه ۰ اه < س < ه + ۰ والتی تكافء أن نقول س و ج, (۰) أو 

س 5 ]- هع ه5[. 
2 

إذا کان |س ” | < ۲ فبإستخدام نظرية؟ ‏ ۲ يمكن كتابتها على الصورة 
۲۳ < س < ۳ +۲ . والتى تكتب أيضا س و جم (۲) أو س تنتمى إلى الفترة الفتوحة 
۲] نه [. 


ملحق أ : المجموعات » المتباينات » القم المطلقة ۱۵۷ 


إذا كانت | س ‏ ۳ | < ۰۱ فبإستخدام نظرية ؟ ‏ ۲ يمكن كتابتها على الصورة 
.... < .... < .... . وقكقب أيضا س و ج( )أواس 3 ع > [. 


إذا كانت | س ۳ | < ۰۱ فبإستخدام نظرية  '‏ ۲ يمكن کتابتها على الصورة 
۱-۳ < س <۴ + 1. کب آیضاس د ج (۲) آو س 3 ]۲ 15. 


آرت ا 
إذا كانت س < جم (1) » فإن.....< س < ۰ | سن سرد < ..... أيضا » س تنتنى 
۲ 


الى الفترة المفتوحة] ل ۰ ۳ 


ا 1 ١ ١ ١‏ 
إذا كانت س و ج, (1)» فان ٩‏ س چ < س < IER‏ ۲ 
۲ 
آ٤‏ : 
إذا كانت | س + ۳[ < ۰۱ فان س 5 ج ل ")2... < س <..... 


١+ < س‎ < ١-2 


:© “١ 
.[ 40 إذا كانت | س + ۲ | < ١ء فان س تنتمى إلى الفترة المفتوحة ع‎ 


۳ كك کے 


لخت 


إذا أعطينا التقرير | س ‏ ۵ | < ١ء‏ فيمكننا إثبات أن اس - 4 | < ۲ . 
إذا أعطينا : 

| تک هه | :< 

حم ٤‏ <, س < 5 بإستخدام نظرية ١‏ ۲ 

١ 1 بإستخدام خاصية‎ 4 ٦ < ٤س‎ < ٤ ٤ سم‎ 

۾ ٠۰‏ < س س٤‏ < ۲ 


سه ]نن ‏ 4 | < ۲ هله الخطوة لايمكن عكسها . 


۱۰۸ النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


(ذن اس - | ES‏ و < ۲. 


ومذا لیس غريبا حيث أن 4 < س .< ٦‏ يؤدى إلى أن ۲ < س-< ٩‏ . إبدأ بالتقرير 


الرهمان : 


ا 

جه ٤‏ < س < ١‏ بإستخدام نظرية ۲ 

عه ٤+ ٤‏ < س + < 5 + 4 بإستخدام خاصية ١ 1١‏ 
ان جع :۱ 


VP 


إشتق اس + |١‏ < + من اس + غم[ < ١‏ 

ی +م|]|< رص دو ورس د ۷ 

+ ۱ س + ١‏ < ۷( الم < س + <١‏ لدو 
كا ]| كه او 


1 


- تلعب المعالجة الستخدمة فى الاطر القليلة السابقة دوراً هاما فى براهین الباب الثالث . 

وسوف نعود الآن الى مناقشة الفترات الفتوحة والمغلقة » والتی تلعب أيضا دوراً هاما فى مناقشتنا 
مجالات الدوال القطعية . 
ا تعریف س ٤‏ : 

یعرف إتحاد المجموعة ؟ والمجموعة ب على أنه مجموعة کل العناصر س بحيث یکون س عنصر ف ! أو 
عنصر فى ب » ويرمز له بالرمز ۴ لاب . أى أن 

|] راب = اس 2-0 أو س 3 ت‎ ٠# 

تعريف ؟ لب ©.: 

يعرف تقاطع المجموعة ؟ واجموعة ب على أنه مجموعة كل العناصر س بحيث يكون س عنصر فى 8 » 
س عنصر فى ب »ء ويرمز له بالرمز ۴ 6 ب . أى أن 


] تس اس و١ و سو ت‎ N۲ 


ملحق أ : المجموعات » التباینات » القع المطلقة ٠١۹‏ 


:۸ 


NEANIN 
1 . لتعبر عن مجموعة کل الاعداد الحقيقية الاکبر من ح‎ 


أى أن 
] »> [- (س‌آس < حاء 
] جء ه [ = رس اس > ح) ۰ 
إذا كانت | س | > 5 »ء فإن س يمكن أن تقع ف الفترة  ]‏ ت  »‏ 5 [ أو فى الفترة 
] 5 ٠ه‏ [ . وهذا يعنى أن س < 5 أو س > ” . التقرير 
س 3  ]‏ © ۰ - [ را ]65»+ ه ل 


يقرأ س تنتمى إلى إتحاد الفترة المفتوحة من حه ص إلى 1 والفترة المفتوحة من 5 إلى + ص 


إذا كانت | س | > هء فإن س يكون عنصر فى ع ¢ ] ÛU‏ ] ¢ 7 - 


[— ®« ان ] ۰۵+ هل[ 


+ و: 


إذا كانت | س | > 5 ء فإن س لاتنتمى إلى الفترة الغلقه ٠ ] 5 » 5  [‏ ولكن إذا كانت مر 
تنتمى إلى الفترة المغلقة ٦ › ٦  [‏ ] » فان س تنتمى إلى إل اوغ ی ا کس 
إذا كانت | س | > هء فان س لاتنتمى إلى الفترة المغلقة 1 » ] 


[-ه.هع 


: ۹? 


إذا كان س > ه أو س < ٠١‏ فان [س | . 
ای | > ه . 


۱۱-۴ 


لحل النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


ذا كانت بن ٤‏ » فان س تنتمى إلى ۲ .۰ آنا[ © 1 
 ]‏ ع 4 :لذ عن ع جح س لح 6 


]هه 4[ بن ]+ 7:س <> ؛ أواس > 3 
[-142154]:-: < س < 4 
x]‏ شقان 47+ :س < ٤اوس‏ > 4 
تست 
۳ 


٠‏ ذا كان مجال الدالة د هو مجموعة كل س بحيث أن س > ۲ و س < ٠١‏ فان مجال الدالة د 
" یکون م = ] ۰۲ + هه [ 6 ] - هه ه [ء وهذه هی الفترة الفتوحة ] ۲ . ه [ . ماهو مجال 
ف 


.]ocY[=]w+toY[ N 1o9 —[=— م‎ 
e 4 


أ 
إذا كان مجال الدالة د هو مجموعة كل س بحيث أن ۳ < س < ه اوس > ۰۱۳ فما هی 


المجموعة المعرفة علیها الدالة ؟ 


.]»+\F[ u [°<] = 2 


+ 


. ملحق أ : انجموعات ء المتباينات » القم المطلقة ٠١١‏ 


آ2 0 : 


ماهو مجال الدالة المعرفة بالعادلد" 
بت ۱۳ 
ص = م ۱۳۳ 
0 (س ٣‏ ۲) (س س ۳) 
عل مجموعة الاعداد الحقيقية ؟ 


بت < ۲[ باع- #2605 ون ع8 + هه 1 


rm 


AAT 


ماهو مجال الدالة العرفة بالعادلة ,3 27 
ےک | چ 
a a‏ س (س ل 8) ۳ 


اج © ء صفر[ نل ]صفرء ٤‏ [ لا ]£ + هه [ 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https/ /archive.org/ details/ @hassan_ibrahem‏ 


قائمة الصطلحات 


يقترب من 

أر ميدس 

مساحة 

ت ركيبات حسابية للدوال 
اتصال تركيبات حسابية للدوال 

كرة 

حساب التفاضل والتكامل 
حساب التفاضل 
حساب التکامل: 

لعبة المهاجم والمدفع 

الكرونون 


مضلع حيط بدائرة 


فترة مغلقة 


۱ أن 
26 7 27 


الاساس 

دالة محصلة ( مركبة ) 
اتصال دالة محصلة 
نهاية دالة محصلة 

دالة ثاب" 

الاتصال 

الاتصال عند نقطة 

التقارب 

جیب الفام 

التكامل احدد 

جوار مثقوب 


ن 


قائمة الصطلحصات ۱۹۳ 


Absolute value 
Achilles 
Approaches 
Archimedes 


Area 


` Arithmetic combinations of functions 


‘Continuity Of ... 
limit of ... 

Ball 

Calculus 
differential ... 
integral .. 


1 Challenger de fender game 


.Chronon 
Circular neighborhood 
Circums cribed polygon 
Closed interval 
Closeness 
Cluster point 
Common ratio 
Composite function 
continuity Of ... 
limit of... 
Constant function 
Continuity 
.. at a pdint 
.- Convergence 
, Co sine 
Definite integral 
Deleted neighborhood 


14 النبايات والاتصال فى حساب التفاضل والتكامل 


دلتا 
جوار نصف قطره ق 
متغیر نابج 
مشتقة 
عدم الاتصال 
جال 
جال دالة 
مجال راسم 
محال متتابعة 
اسر 
جوار نصف قطره ع 
استکشاف 
النظرية الأساسية لحساب التفاضل والتکامل 
متوالية هندسية 
متتابعة هندسية 
صورة 
يزداد دون حد 
يزداد إلى اليسار دون حد 
يزداد إلى العين دون حد 
لانہای 
متتابعة لانهائية 
متسلسلة لانهائية 
متناهى فى الصغر 
مضلع محاط بدائرة 
عدد صحيح 
تقاطع 


Delta ( 6 ( 
ê - neighbor hood 
Dependent variable 
Derivative 
Discontinuity 
Domain 

... of a function 

... Of a mapping 

... Of a sequence 
Epsi lon ) 6 ) 

€ - neighbor hood 
Exploration 
Fundamental theorem of cal culus 
Geometric progression 
Geometric sequence 
Geometriç series 
Image 
Increase without bound 
... 0 left 
... 10 right 


Independent variable 
Infinite 

... Sequence 

... Series 
Infinitesimal 
Inscribed polygon 
Integer 
Intersection 
Interval 
Limit 

infinite... 

left -hand ... 

. right -hand ... 


نقطة نهاية 
اجموع السفلى 
عدد طبیعی 
از 
خط الا عداد 
فترة مفتوحة 
زوج مرتب 
فئة ( مجموعة ) مرتبة 
اجامیع الجزئية 
دالة كثيرة احدود 
دالة حاصل الضرب 
تمارين مبرمحة 
دالة خارج القسمة 
دالة كسرية 
النهاية من العين 
متتابعة 
نهایة متتابعة 
متتابعة مجاميع جزئية 


جمو ع 

دوال القاس 
الخط المماس 
وحدانية النباية 
اجمو ع العلوى 


زینو من بلدة لیا 


قائمة الصطلحصات ۱۹۰ 


Limit point 
Lower sum 
Natural number 
` Neighborhood 
Number line 
ش‎ Open interval 
. Ordered pair 
` Ordered set 
0 Partial Sums 
` Polynomial function 
Product function 
Programmed exercises 
Quo tient function 


Rational function 


` . ۰ Right side limit 


Sequence 

limit of ... 

... Of partial sums 
Series 

sum Oof... 

Sine 
Sum 
....0 geometric series 
Tangent functions 
‘Tangent line 
Uniqueness of a limit 
Upper sum 
Zeno of Elea 


کی 
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متاح للتحمیل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشیف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/ @hassan_ibrahem‏ 


رقم الإيداع ۱۹۸۸/۸۳۱۸ 


متاح للتحفيل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
https:/ /archive.org/ details/ @hassan_ibrahem‏ 


مخابع انتب اتصرى العدیت (۰ 
PRESS‏ 13970191800 


تکبلو ٠١‏ الطريق الزراعی مصر/اسكدفرية عی.ب ۴۵ ثيرا الحيمة ت : ۹۵۷۹۵۹ 


> س اكب اس کک لے 5 بت 6 بت لجيه ا حك r‏ 
ا ربرفييسستسسب ۰ 


فى الریاضیات 


۱ + الیکانیکا العامة وتطبيقاتها ( شوم ) Spiegel‏ 
* حساب التفاضل والتكامل والهندسة التحليلية Durfee‏ 
+ العادلات التفاضلية ( شوم ) Ayes‏ 
ف ساب الاخيل والتكامل ( هنوع ) Ayres‏ 
+ التفاضل والتكامل المتقدم ( شوم ) Spiegel‏ 
+ الجبر الخطى ( شوم ) Lipschutz‏ 
۱ * بحوث العمليات ( شوم ) Bronson‏ 
۱ » تطیل التجهات (شوم ) 
»وال المركبة ( شوم ) 
(elite‏ 
+ الاحتمالات ( شوم ) 
+ التحلیل العددى ) شوم ( 
+ الصفوفات ( شوم ) 
+ التغیرات المركبة وتطبیقاتها 
* الریاضیات التقدمة للمهندسین ( شوم ) 
8 » الرياضة لدارسی العلوم الحيوية 
+ الرياضة لدارسی العلوم الحيوية (۱) 
و الرياضة لدارسی العلوم الحيوية (۲) 
ف الرراشياك راسا ليسا |الناسنة 
* طرق الحسايات 


تطلب من : 
۱ 1 - الناشر : 
الدار الدولية للنشر والتوزیع 
۸ ش الاهرام - روکسی 
ص. ب. : 0515 هلیویولس غرب - القاهرة 
تلیفون : ۲۵۸۲۸۸۷ 
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